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Struttura di un sistema fuzzy

Numeric ‘ Numeric

Sistema Fuzzy | Logical (linguistic)

Azione
prescritta
dalle
Classi aftivate 1
Input . + reg:\ ¢ Output
—+—>|Codifica ——> FAM ——>| Defuzzy-|c—==>
fuzzy Fi it |ficazione
Grado di verita
(elementhood)

Classi attive + fit delle classi = Regole + fit delle regole

3140 i N

Progettazione di un sistema fuzzy:
struttura

o

5,

! Per tutti i modelli

FAM SYSTEM

1) Identificazione delle variabili di I/O del sistema e del loro range (A e B).

2) Identificazione delle classi fuzzy in cui le variabili sono da suddividere e dei loro
boundaries.
3) Definizione della trasformazione 1/0 come insieme di regole logiche: per ogni

combinazione di classi fuzzy (con OR e¢/o AND) di input attive ¢ possibile definire una
classe di output (FAM).
4)  Modalita di de-fuzzyficazione.

Progettazione di un sistema fuzzy:
funzionamento

1) Identificazione delle classi attivate da un certo input.

2) Valutazione del grado di fit delle classi.

3) Identificazione delle regole attivate.

4)  Valutazione del grado di fit della regola.

5)  Unione degli insiemi fuzzy di output risultanti e calcolo di un singolo valore numerico
(defuzzyficazione).

AA 20252026 540 di.unimi.it

Video con cart pole

AA 20252026 640

di.unimi.it
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Cart-pole i

Input: A= {0(1), 0°(t), x(t), X’(t)}

Output: B = {F(t)}

H
h

|
1 x

Scopo del sistema di controllo € non fare cadere il bastone e mantenere il carrello sulla
rotaia.

11 sistema ¢ altamente non lineare, non si puo applicare la teoria del controllo lineare.
11 sistema ¢ altamente instabile (pendolo inverso)

AA 20252026 7140 di it

Parametri del sistema Cart-pole E
completo (Ma‘rhemaﬁca!)p ﬁ

Condizioni iniziali: 8(0) = §'(0), x(0), X’(0) = 0

ie

:‘\ Parametri:

: g 9.8m/s

‘: m 1.1kg (massa carrello + palo)

p m, 0.1kg (massa del palo)

F | 1 0.5m distanza della cerniera dal centro di

. - massa del palo.
‘:4,; At 0.02s (intervallo di campionamento e di
i x i controllo).

Equazioni del moto:
O(t+1)=0(t) + 0'(t) At
x(t+1) = x(t) + x'(t) At

mg sin(9(t)) — cos(I(O)\(F () + m, 18’ (£)/180)? sin(9(1)) ) At

I+ 1) =00 + “/3)yml=mylcos?(9(0))

F(6) J myl (9 (£)7/180)2 sin(9(8)) — 9" (6)/180 cos(8(2)))
m

AA. 20252026 840 d i

X+ 1) =x(0) + A

7

Obbiettivo £)

Vincoli possibili: Condizioni iniziali: 6(0) = 0'(0), x(0),x(0) =0
-90° < 0 < +90° gradi
-00 <0’ < +00 gradi/s F(t) tale per cui il palo ¢ in equilibrio:
-25 <F <+25 Newton — 0(t)=0 gradi

- (=0

mg sin(9()) — cos(9()) (F(t)  m,1(9'(¢)/180)?sin(9(¢)))

8
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2o FAM per il cart-pole semplificato

Consideriamo solamente il pendolo inverso semplificato:

1a) Identificazione delle variabili del sistema:
Input: A: {6(1), 0'(t)} Output: B: {F(t)}

1b) Definizione dei range delle 3 variabili:

0(t) range  [-90 +90] gradi
0'(t)} range (-0 +o0) gradi/s
F(t) range [-25 +25]N
]
. —
Numeric Numeric

9'(t+1) =90 + @/BmI—f, [cos? (3(0)) At Sistema Fuzzy [Logeal Qinguistir |
resaiis r —F
m . Inpu . 4 Output
F(t (' (t)m/180, 9(t)) — 9" (t)m/180 cos(I(¢. = 5
T GOy AL (@@n/180) Smfn ©) =" n/180cos(90)) |
540 i o A 2025 1030 di N
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: FAM per il cart-pole: funzioni di ~ *
: . : i er 1l cart-pole: tunzioni di
AM per il cart-pole: classi fuzz il P
FAM p P fuzzy appartenenza
2) Quantificazione delle variabi classi fuzzy: 2b) Definizione della forma e dei confini delle classi di appartenenza per ciascuna variabile fuzzy
a) Definizione delle classi fuzzy. (di input e di output).
b) Definizione della forma e dei boundary delle funzioni di appartenenza.
Sistema Fuzzy [Logeal (nguster
NL: Molto negativo (“negative large™) o) ™ oup
Esempio di NM: Mediamente negativo o (e
classi fuzzy: NS:  Poco negativo (“negative small”)
’ ZE:  Zero
PS: Poco pOSitiVO Le classi hanno solitamente una forma triangolare o trapezoidale. Sovrapposizione, empiricamente 25%.
PM: Mediamente positivo
PL:  Molto positivo
NB Le regioni sono piu strette intorno allo 0, per avere una maggiore
risoluzione e precisione.
AA. 20252026 11/40 di.unimi.it! AA. 2025-2026 12/40 di.unimi.it\
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FAM per il cart-pole: funzioni di I
appartenenza considerate per
orienfamento

NM NSZEPS PM

Fit

(Gradodi 4
Membership,
Elementhood)

06

0.4
0.2
0
-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Classsi piu dense intorno allo 0 dove il controllo deve essere piti accurato

Bilanciamento tra crisp e ridondanza

AA 20252026 1340 di it

FAM per il cart-pole: funzioni di W
appartenenza considerate per gl
orientamento

Input: (0=15,6’=-10)

NM NSZEPS PM

Fit

(Gradodi 4
Membership;
Memberhood)

0.6
04
02
0
-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Classi attivate:
PS — grado di fit 0.8
ZE — grado di fit 0.2

Classi definite sul supporto di 6

AA. 20252026 14740 d i
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%
FAM per il car’r-‘role: funzioni di P ' '
: s dll
appartenenza considerate per velocita Fuzzyficazione dell'output
angolare
Input: (6 =15,6’=-10) 1
NS ZE PS
NM NS |zE Ps M PL ;
! PL
AN 0 i
-00 40 20 0 420 440 0’ +o0 Frax 20N -10N -3N o 3N 20N p
Classi attivate: Considero 7 classi anche per questa variabile: F(t).
b 5:323.‘ ios F(t) = funzione(8(t), 0°(0)
15 16
ke a5

Numeric

FAM per il cart-pole i

Le regole nella FAM

Una delle possibili regole della FAM puo essere: (NM, ZE; PM).

if (0 ==NM AND 0’ == ZE) then F =PM

L8
Sistema Fuzzy [ Logical (linguistic) Determino F (= Fpy,) a partire da 6 (= 0yy;) € 0" (=07,5). :
1
Azione :

prescritta .

Classi _d'm‘ if <’orientamento del pendolo ¢ negativo medio> and
Input] 'Lg_m" Output <la velocita di rotazione ¢ circa nulla> j—
—f—>>|Codifica FAM Defuzzy-|—=—=> allora bx
fuzzy | fitnes! fitness| ficazione <il motore dovra fornire una forza positiva media>
\ / Le singole varibili non possono essere analizzate singolarmente, ma deve essere analizzata una loro
combinazione.
AA 20252026 10 diunimilit AA 20252026 18740 diunimi.it
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FAM per il cart-pole: costruzione
grafica della relazione I/0
[}
q NL NM NS ZE PS PM PL

Codifichiamo 15
regole delle 49
possibili.

La tabella rappresenta il
supporto di una
superficie in R? che ha
7 livelli.

- ¥
.
Riduciamo la matematica ad un discorso linguistico intuitivo. Questo ¢ particolarmente - C’¢ anche la velocita
interessante quando si vuole trasferire della conoscenza, che di per s¢ viene espressa in termini [ angolare da considerare
linguistici (e non matematici)!
AN 20252026 19740 d 0 AA. 20252026 2040 i "

. FAM per il cart-pole: jz
Classi relative alla posizione attivate

B0l N W Ns Z pserM m
— - Input: (0=15,0"=-10)
Posizione
fit 0.8
Vengono considerate tutte le
classi della velocita per
ognuna delle classi di
posizione attivate.
fit 0.2

19

. . . 2%
i FAM per il cart-pole: classi relative alla “34;
velocita attivate

Input: (6=15,0"=-10)

Velocita

fit 0.5
‘Vengono considerate tutte le
classi della posizione per
ognuna delle classi di velocita
attivate. fit0.5

Come metto assieme velocita e posizione?
2140 i 0
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FAM per il cart-pole: le regole fuzzy “7
\ P attivate J i jﬁ

o .
M o Ns ze ps em R Nuneric

Sistema Fuzzy [Log

Clasi
{5 Codifica (= FAM
fuzzy | fiocss

Ouput
==

Input: (6=15,0"=-10)

Regole attivate:

(PS,ZE; NS) (min(0.8,0.5) = 0.5)
ZE) (min(0.2,0.5)=0.2)
(PS,NS;NS) (min 0.8,0.5)=0.5)
(ZENS; PS) (min 0.2,0.5)=0.2) If (6

ZE) then F =NS
ZE) then F = ZE
NS) then F=NS
NS) then F =PS

PS) AND (0°
ZE) AND (0

Si selezionano solo 4 insiemi che sono quelli associati alle combinazioni di c!
La fit della regola viene calcolata come Tnorm dell’ AND in questo caso.

ssi attivate

AN 20252026

2140 d it
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FAM per il cart-pole: gzrado di -

attivazione delle prime 2 regole
el w e e n psgion Veboci
RS
s -
I \os
- I

Input: (6=15,0"=-10)

Regole attivate: ZE
(PS,ZE; NS) (min(0.8,0.5) -> fit 0.5)

(ZE,ZE; ZE) (min(0.2,0.5) -> fit 0.2) ———
(PS,NS; NS) (min 0.8,0.5) -> fit 0.5)
(ZENS; PS) (min 0.2,0.5)-> fit 0.2)

min Tnorm

AA 20252026 23140 di.unimi.it
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FAM per il cart-pole:
output prodotto dalla prima regola

Sl M wm Ns ze e em

Input: (0= 15,0’ =-10)

Regola attivata:  Peso della regola:
(PS,ZE;NS)

AND!!

Fit dell’output Fyg
Grado di fit della classe Fyg = 0.5

AA 20252026 24/40 di.unimi.it
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Input: (6=15,6"=-10)

Regole attivate:

(PS,ZE; NS) (min(0.8,0.5) -> fit 0.5)
(ZE,ZE; ZE) (min(0.2,0.5) -> fit 0.2)
(PS,NS; NS) (min 0.8,0.5) -> fit 0.5)
(ZENNS; PS) (min 0.2,0.5) -> fit 0.2)

Fou = NS grado di fit 0.5 Fyg=-10N
Fou=ZE grado di fit 0.2 F=O0N

Fou =NS grado di fit 0.5 Fyg=-10N
Fou =PS grado di fit 02 Fps=+10N

Defuzzyficazione delle 4 regole F
attivate: metodo del massimo

Input: (6=15,0"=-10)

Regole attivate:
(PS.ZE; NS) (min(0.8.0.5) -> fit 0.5)
(ZE,ZE; ZE) (min(0.2,0.5) -> fit 0.2)

F,, = NS grado di fit 0.5 Fys=-10N
Fo =ZEgradodi fit02  Fi=0N
(PS,NS;NS) (min 0.8,0.5) -> fit 0.5) F,, = NS grado di fit 0.5 Fys=-10N
(ZE\NS; PS) (min 0.2,0.5) -> fit 0.2) F,, = PS grado di fit 0.2 Fps=+10N
Scelgo come output la classe NS, se avessi attive due classi con lo stesso grado di fit devo
operare una scelta.

In questo caso, scelgo la classe NS per la forza in uscita: F=-10N = Fyg

25 26
A Defuzzyticazione delle 4 regole Ay L. F
(& attivate: metodo del baricentro dll Osservazioni

Input: (6=15,0"=-10)

Regole attivate:

(PS,ZE; NS) (min(0.8,0.5) -> fit 0.5)
(ZE,ZE; ZE) (min(0.2,0.5) ->fit 0.2)
(PS,NS;NS) (min 0.8,0.5) -> fit 0.5)
(ZENS; PS) (min 0.2,0.5) -> fit 0.2)

Fou = NS grado di fit 0.5 Fyg=-10N
Fou=ZE grado di fit 02 F=0N

Fou =NS grado di it 0.5 Fyg=-10N
Fou =PS grado di fit 02 Fpg=+10N

Scelgo come output il baricentro, o media pesata con le fit, delle azioni.

(0%0.2-10*%0.5-10*0.5+10*02)N 8

N =~-5714N
0.2+0.5+0.5+0.2 14

Metodo del massimo: Y =-10
Metodo del baricentro: Y =~ -5.714
Metodo del baricentro pesato con le aree: Y = -5.876

Con il metodo del massimo viene presa una decisione “crisp”, in stile “winner-takes-all”. La
regola piu forte vince. Variazioni anche piccole degli input possono provocare
discontinuita nel momento in cui diventa piu forte una regola diversa.

I metodi del baricentro sono pit graduali. Al variare dell’input, varia gradualmente anche la
forza generate perche varia il grado di appartenenza alle diverse classi.

Quando il baricentro viene pesato con I’area, la variazione di output viene pesata con
I’ampiezza della regione racchiusa in ciascuna classe di output.

AA 20252026 28740 d o
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FAM per il cart-pole: palo pit verticale “Zj

Input: (6=4,60"=-10)

Orientamento
NM NSZE PS PM
1
08
06 0=ZEfit 0.8
0=PS fit 0.2
04
02
[
-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Velocita
angolare
) NM NS [zE PS PM
-0 40 -20 0 +20 +40 0’ +o0
A 20252026 2040 diuimici
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Input: (6=4,0"=-10)

Regole attivate:

(PS,ZE; NS) (min(0.2,0.5) -> fit 0.2) Fo=NSgradodifit0.2  Fys=-10N
(ZE,ZE; ZE) (min(0.8,0.5) -> fit 0.5) Fo, = ZE grado di fit 0.5 =
(PS,NS; NS) (min 0.2,0.5) -> fit 0.2) F, = NS grado di fit 0.2 Fys=-10N
(ZE\NS; PS) (min 0.8,0.5) -> fit 0.5) Fou = PS grado di fit 0.5 Fps=+10N

out

out

AA 20252026 3040 di.unimi.it
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Input: (6=4,0"=-10)

Regole attivate:

(PS,ZE; NS) (grado 0.2)
(ZE,ZE; ZE) (grado 0.5)
(PS,NS; NS) (grado 0.5)
(ZE,NS; PS) (grado 0.5)

Fe (-10%¥0.2+0*0.5-10*0.5+10*¥0.5)N 2

N=~-1176N
02+0.5+0.5+0.5 1,7

ie
b~

x

AA 20252026 31140

31k
FAM basate sull'analisi di pit variabili jZ

Piu classi attivate
1. IF(..AND..AND .. AND...) THEN IF (ESPRESSIONE_LOGICA) THEN
IF (..AND..OR..AND..) THEN

1. Un dato di input, A, avra una
certa fit rispetto alle classi fuzzy in
cui viene suddivisa la variabile
associata a quell’input.

2. Le fit associate agli argomenti
delle regole vengono combinate con
AND (minimo) e OR (massimo)
utilizzando le T-norm.

3. La combinazione avra una sua fit:

Ogni combinazione attiva una proposizione della FAM.
fit della regola.

Piu combinazioni possono essere attive.

AA. 20252026 32740 di i
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Banco di FAM |

Generalizzazione naturale ai sistemi multi-output.
Ciascuna variabile di uscita ¢ generata da una FAM diversa.

Esempio relativo al cart-pole.
Sia A I'input (stato del sistema, 4 variabili), e B I’output (la forza, ed il momento, 2

variabili), avremo 2 FAM del tipo: (A;, B;), dove ciascuna FAM ha 4 variabili di ingresso ¢
1 di uscita. Ciascuna FAM impl le sue regole indipend

Queste FAM parziali sono dette elementari o minime.

1l numero di FAM cresce velocemente con il numero di variabili in uscita (e cosi il
numero di regole).

AN 20252026 3340 i it
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Progettazione di un sistema fuzzy: ag
J struttura 4 jﬁ

| Per tutti i modelli
FAMSVSTEN

1)
2) Identificazione delle classi fuzzy in cui le variabili sono da suddividere e dei loro

cazione delle variabili di I/O del sistema e del loro range (A e B).

boundaries.

3) Definizione della trasformazione I/O come insieme di regole logiche: per ogni combinazione
di classi fuzzy (con OR e/o AND) di input attive ¢ possibile definire una classe di output
(FAM).

4) Modalita di de-fuzzyficazione.

AA 20252026 34140 d o
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Progettazione di un sistema fuzzy:
funzionamento

1) Identificazione delle classi attivate da un certo input.

2) Valutazione del grado di fit delle classi.

3) Identificazione delle regole attivate.

4)  Valutazione del grado di fit della regola.

5)  Unione degli insiemi fuzzy di output risultanti e calcolo di un singolo valore numerico
(defuzzyficazione).

AA 20252026 35040 di.unimi.it
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Riflessioni

Da dove viene la conoscenza?

Come si puo tradurre la conoscenza in regole?

Come si possono tarare le membership function?

Quale vantaggio ¢’¢ a defuzzyficare utilizzando la media pesata invece della
massima fit nel calcolo dell’uscita di un sistema fuzzy?

= Crescita esponenziale del numero di stati con il
numero di variabili di input (7N in questo caso).

AA 20252026 3640 di.unimi.it
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Tele-rehabilitation

Esempi

Si vuole realizzare un sistema di controllo fuzzy della frenata per un treno della metropolitana
milanese. Il sistema deve essere in grado di erogare la forza frenante in modo tale che il
treno si arresti al punto giusto, indipendentemente dal numero di passeggeri
(indipendentemente dal carico). Si ha a disposizione la distanza rispetto al punto di frenata,
in metri. Definire le variabili di ingresso e di uscita del sistema di controllo della frenata.
Progettare il sistema di controllo fuzzy e definire almeno 4 regole di inferenza che agiscano

sulle variabili di ingresso fuzzyficate. o 3 a*
Head it angle [deg] Upper bady tilt angle [deg]

Come si pud tenere conto del confort dei passeggeri?
Implementazione di un controllore di temperatura che agisce su un fornello.

o Implementation of an in-game feed-back
through color coding:

AA 20252026 37740 di it AA 20252026 38040
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Fuzzy Logic and Games i Esercitazione sui sistemi fuzzy i
6
PR PS PM PL
o Space invaders NL I
Pong
o
18
{) Lw3 :
A.A. 2025-2026 39/40 di i A.A. 20252026 40/40 http:\\borghese.di i

39 40



	Slide 1
	Slide 2: Esercitazione sui sistemi fuzzy
	Slide 3: Struttura di un sistema fuzzy
	Slide 4: Progettazione di un sistema fuzzy: struttura
	Slide 5: Progettazione di un sistema fuzzy: funzionamento
	Slide 6: Video con cart pole
	Slide 7: Cart-pole
	Slide 8: Parametri del sistema Cart-pole completo (Mathematica!)
	Slide 9: Obbiettivo
	Slide 10: FAM per il cart-pole semplificato
	Slide 11: FAM per il cart-pole: classi fuzzy
	Slide 12: FAM per il cart-pole: funzioni di appartenenza
	Slide 13: FAM per il cart-pole: funzioni di appartenenza considerate per l’orientamento
	Slide 14: FAM per il cart-pole: funzioni di appartenenza considerate per l’orientamento
	Slide 15: FAM per il cart-pole: funzioni di appartenenza considerate per velocità angolare
	Slide 16: Fuzzyficazione dell’output
	Slide 17: FAM per il cart-pole
	Slide 18: Le regole nella FAM
	Slide 19: FAM per il cart-pole: costruzione grafica della relazione I/O
	Slide 20: FAM per il cart-pole:  Classi relative alla posizione attivate
	Slide 21: FAM per il cart-pole: classi relative alla velocità attivate
	Slide 22: FAM per il cart-pole: le regole fuzzy attivate
	Slide 23: FAM per il cart-pole: grado di attivazione delle prime 2 regole
	Slide 24: FAM per il cart-pole:  output prodotto dalla prima regola
	Slide 25
	Slide 26: Defuzzyficazione delle 4 regole attivate: metodo del massimo
	Slide 27: Defuzzyficazione delle 4 regole attivate: metodo del baricentro
	Slide 28: Osservazioni
	Slide 29: FAM per il cart-pole: palo più verticale
	Slide 30
	Slide 31: FAM per il cart-pole: palo più verticale
	Slide 32: FAM basate sull’analisi di più variabili
	Slide 33: Banco di FAM
	Slide 34: Progettazione di un sistema fuzzy: struttura
	Slide 35: Progettazione di un sistema fuzzy: funzionamento
	Slide 36: Riflessioni
	Slide 37: Esempi
	Slide 38: Tele-rehabilitation
	Slide 39: Fuzzy Logic and Games
	Slide 40: Esercitazione sui sistemi fuzzy

