Sistemi Intelligenti
Reinforcement Léarning:
Iterative policy evaluation

Alberto Borghese

Universita degli Studi di Milano
Laboratorio di Sistemi Intelligenti Applicati (AIS-La'
S Dipartimento di Informatica
borghese@di.unimi. it

A.A.2019-2020 1/38 http:\\borghese.di.unimi.it\

Sommario dll

Le equazioni di Bellman
Stima iterativa della funzione valore

Policy iteration

A.A. 2019-2020 2/38 http:\\borghese.di.unimi.it\




Esempio di calcolo della Value %

function
Value function Chosen Policy
V(high) =? a(high) = search
V(low) =? a(low) = wait

1 eRwait

o, Rsearch 1-a, JR search
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Analisi ad un passo 2.

(a) 2
V7(s)=E{R/|s =s}=
§ En{iyk"t+k+l St = S}
r k=0
s

La policy deve essere ancora determinata. Come fa
I’agente a determinare la policy ottimale?

Archi multipli fuoriuscenti da un’azione sono associati alla probabilita di scegliere
quel cammino (ambiente stocastico).

Archi multipli fuoriuscenti da uno stato, sono associati alla policy.
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Value function e modelli markoviani _A%

Anche la policy puo essere stocastica.

S

L’azione scelta in s puo
essere sceltain modo
stocastico (e.g. e-greedy
policy)

N _azioni

Per ogni stato devo valutare:
' « Piti azioni
Pris., =5, |5, 518, —a )-1 o
kzl: St = S |St S,8 =4, « Per goni azione, piu stati prossimi
h  Reward stocastici.

N _stati
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Il modello markoviano iu'

Il comportamento del’ambiente ¢ definito dallo stato: S = {5;}
Per ogni stato 'agente sceglie un’azione: a = a(s) A= {f}
Policy di un agente: (s, a)é quanto puo definire (e
ottimizzare) I’agente.

L’ambiente ha una evoluzione stocastica rappresentata da un MDP:
Pst:s—>st+1:s'|at:a = Pr{st+1 =3 |St =S, at :a}

Inoltre, ad ogni istante fornisce un reward immediato associato alla
transizione, stimato all’istante t come:

~E{r,, =r'ls, =s,a=a,5, =57

Sy =S—>S;4=S'la;=a

Vs eS; Va eA
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Reward stocastico
Rs—>s'|a = E{r’[+l = rll st = S, at :a‘1 st+l =S'} r

Reward stocastico (da una distribuzione statistica)
E un valore condizionato as, a, s’ e vale:

Pr(reward =r1’|s, a, s’) = Pr(reward =1’ |s’) * Pr(a| s) * Pr(s’| 5,a)

Questa € la probabilita condizionata a: stato prossimo, azione e reward.
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Calcolo ricorsivo della Value function 2%

S, :s}

V g (S) = Eiz{Rt | St = S}: E7r {z ykrt+k+l

k=0

V " (S I) = E;r{Rt+1 | St+1 =3 '}

Relazione tra V*(s) e V*(s’)?
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Calcolo ricorsivo della Value function _2%

S, :s}

Isolo il reward ad un passo nella serie dei reward.

V”(St):En (70rt+1+zykrt+k+l]

k=1

k=0

V " (S) = Eﬂ'{Rt | St = S}: E;r {Z ykrt+k+l

St:S =

V7 (S) E £t+1+27/ t+k®js -

Q\ llo termine
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lo termine
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V(s) : primo termine dll

En{rt+1 | S, = S}:zﬂ-(S’ a; )|: s—>s la s—>s'|aj :|

S
Per ogni stato devo valutare: Agente
* Piu azioni
* Piu stati prossimi a
« Reward stocastici nella
transizione ad un passo

Visione Statistica: Probabilita di ottenere il reward:

condizionata all’arrivare nello stato s’. R |
S—s|a;
]
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V7(s) : secondo termine a

V (S) E {27 t+k+2 :S}:

S, =s}=

{Zpr(a =als, —s)ZPr(sm =s,8 = a)} (i7k'}+k+2|3t+1zslj
k=0

k=0

}/E” {zyk rt+k+2

=y Pr(a; =als, =)y (Pr(s.. =5'|s =58 =a;V"(s)
| s J
\
\
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Pr(s,, =s'ls, =9)

15

V1(s) : secondo termine

In (s) confluiranno i reward a lungo termine S
di tutti gl stati prossimi, s’, ciascuno pesato

con la probabilitd di passare das as’,

owvverosia, in termini statistici, condizionati

alla realizzazione della transizione di stato, 7
s-> S’ e dai reward a lungo termine, ottenuti

scegliendo in s I'azione a.
S} =

Ve (S) E {27/ t+k+1
3 (Pr(a, =als, =)
Y (Prlsis =515 = 5,8 =) Pr(ry = rls, =5,8 =a,5,, =)+ V()

j
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V”(S): E/[{Rt | St = S}: Eﬂ'{z J/krtJrknLl

Calcolo ricorsivo della Value function jz}ZV_J.J

S, :s}

k=0

V7(s)=E{R.. 8. =5} Legame?

Policy

\

Bellman’s equation

Next-state

/

V*(s)= Z 7(a,, s){z {PHS. " [RHS, w TN(S )B}

A.A. 2019-2020
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Backwards in time
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V’”(s)zzﬁ(aj

Osservazioni dll

S|

14/38

fgk Rl

http:\\borghese.di.unimi.it\




Tecnica full-backup s

Back-up

n(s,a) fissata
t+1

Conosciamo V,(s,) Vs, anche per s’y quindi:
Analizziamo la transizione da s.a; -> (s’i+1)
Calcoliamo un nuovo valore di V per s: V,,1(S;) congruente con:
Vi(sy) ed riq
Full backup se esaminiamo tutti gli s’ (cf. DP). n fissata
Da s’ mi guardo indietro ed aggiorno V(s).
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Analogia con la programmazione ﬁ f
dinamica

Backwards in time

Per ognistatocalcoloil costo minimo
per arrivare in se il percorsoassociate.
Il calcolo e’a 1 passo: costodi 1 passo
+ costo totale dallo stato di arrivo
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“Z Calcolo iterativo della Value Function 22

Per ogni stato s, estratto a caso, analizziamo una singola transizione.

Equazione di Bellman per “iterative policy evaluation”:

Vk+1” (s)= Z ”(aj ’ S) Z {Ps—>s| Ta; [RS—>S. fa, T %(Sl l)]}

Sl'

Mi fido di Vi(s”) (Backup)

[IMM()}=V7(s)

k—o0
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Iterative policy evaluation il

Evoluzione del sistema da s(t=0) a {s’(t =T)} utilizzando la policy
7 (s,a), prefissata.

Quanto valgono gli stati?

Parto da V/(s(t=0)),-o arbitraria, otterrd una value function per ogni
stato-azione che sara funzione di V/(s(t=0)).

Devo migliorare, come?

Utilizziamo I'informazione sul passato, tenendo conto che gli stati
sono in numero finito e vengono rivisitati.

V30, {VRE, {VR2 VIS, VB4 VRS, V3>
limAV(8)}=V7(s)
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Fondamenti del metodo altl
* Supponiamo di essere all’'istante t. In questo istante t, si puod
passare ad un certo insieme di stati: {s’+1}.

*Analizziamo un solo passo: cosa succede nella transizione
datat+l.

* Migliorare la stima della nostra Value Function ad ogni
iterazione.
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Algoritmo per “iterative polic a4
egvaluaﬂo?\", versione bap1'chy b0

Partiamo da una politica n(s,a) data.
Definiamo una soglia di convergenza t
Inizializziamo V(s) = 0 Vs, compreso gli stati finali.

Repeat Forwards
{ A=0; pass
fors=1: NS /I Vs, #TS
{ Temp_V(s)=0;
fora=1:NA /I Yathat can be chosenin s

{ Pr_a=policy(s,a);
forsnext = 1: NS
{ PrSnext = NextState(s,a);
reward = ComputeReward(s,a,snext);
Temp_V/(s) = Pr_a*PrSNext*(reward + yV(snext); Backwards
}o+} pass
for s=1:NS;
{ if(] Temp_V(s)-V(s)|>A)
{ A= | Temp_V(s)-V(s) |;
V(s) = Temp_V(s);
}

} Until (A < 1);

Interpretazione dell’'update J'}:"
p(bcrrch o trial) P ‘ZZ

Vi) = 26y PR e)

Al termine dell’aggiornamento dei V(s) per tutti gl stati, V(s) =
Vew(S).- Aggiornamento batch.

Utilizzerod in parte gia il nuovo valore di V(s) all'interno
del’equazione di aggiornamento. Aggiornamento per trial.

Entrambe le modalita di aggiornamento convergono.
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Algoritmo per “iterative polic g
evaluation”, versione per tria

Partiamo da una politica = (s,a) data.
Definiamo una soglia relativa di convergenza t
Inizializziamo V(s) =0 Vs, compreso gli stati finali.
Repeat
{ A=0;

fors=1:N II' Vs, #TS

{ Value =V(s);

Vi@ = Lasa)X P R4V )]
A =max(A, (| Value —V,1(S) ) / | Value |)
}
}until (A <7);
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Problematiche legate al calcolo di ~ “Zj
V(s): problema di policy evaluation

3 assunzioni:
1 Conoscenza della dinamica dell’ambiente: P(s->s’| a)

» Conoscenza della policy (eventualmente stocastica), 7t (S, a)
5y Potenza di calcolo sufficiente

4y Proprieta Markoviane dell’ambiente (definizione diuno stato).
Le equazioni contengono deitermini statistici (valori attesi).
Soluzione diun sistema lineare in N incognite (numero di stati).

Come mai posso determinare la Value function per la policy n(.), sequestasibasasul
reward che riceverd negli istanti futuri?

C’¢’ poca interazione con ’'ambiente e molta simulazione (cf. metodi Montecarlo).
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Riassunto

Posso determinare la Value function in modo ricorsivo. Per ogni stato,
sara funzione dell’outputdell’ambiente in quell’istante (attraverso la
funzione stato prossimo ed il reward istantaneo)e della policy scelta
in quell’istante e dei reward a lungo termine attesinegli statiin cui
Pambiente mi porta.

Per scegliere la policy devo esaminare il reward a lungo termine che mi
siprospettanello stato in cui mi trovo e scegliere ’azione chelo
massimizza.

£

dll
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Problematiche leqate al calcolo di J'}.h'
Vo 2y

Soluzione vicina alla ricerca esaustiva. Devo valutare per ogni stato tutte
le possibili azioni (devo trovare il massimo).

Per tutte le possibili azioni devo calcolare la probabilita di transizione
allo stato successivo e di ottenere una certa reward.

3 assunzioni:

1y Conoscenza della dinamica dell’ambiente: P(s->s’| a;)

2 Potenza dicalcolo sufficiente

3y Proprieta Markoviane dell’ambiente (definizione diuno stato).

Soluzioni approssimate.

http:\\borghese.di.unimi.it\
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File Help

|2 Reinforcement Learni

Iterative policy evaluation
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N o
3

Miglioramento della policy 7

Tutti gli stati sono valutati in funzione di una policy data.

Condizioni di funzionamento dell’agente:
*Policy deterministica: a = n(s).
*Ambiente stocastico.

Cosa succede se cambiamo la policy per un certo stato Sy,? anew 7 7 (Sm)-
Cosa viene influenzato?

Scelgo a,ew in Sy, Visiterd una certa sequenza di stati, per questi stati
seguird la policy precedente per s # Sy,. Cosa viene influenzato?

Come faccio a valutare se miglioro la policy o no?

Q" (s,a)=V ~(s)sea=a(s)
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Effetto del cambiamento della policy 2%

Cambia, a, cambiano i possibili stati successivi ad Sp,, {Si+k}, ed il
reward a lungo termine:

Q”(Sm’anew): E;r {rt+1 +7/V”(St+l)| St = Sm’at = a'new * ﬂ-(sm)}:

anaN anew T 1
Z Psm—>s'[Rsm—>s'+7/ V(s )] V(s) = value function
) 2 sullo stato

Q7 (S Bnen) >=<Q" (s, a=7(s,)) Vs,a?
Se il reward fosse migliore con a,e,, sceglierd sempre a,ey iN Sy

Il reward a lungo termine pud essere maggiore (minore) solamente se
aumenta (diminuisce) il reward totale “visto” ad un passo (reward del
passo + reward successivo).
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Enunciato del teorema del 2
miglioramento della policy

QQS’ a) = Z Ps—>sk|a [Rs—>sk|a + 7V@Sk )]

Ipotesi: n and 7’ deterministic policies
Q™(Sm, ' (sm)) = V*(Sm)

@(S’ anew = @m))zz Psm —S|anew [Rsm —Sy|anew + 7VQSk )]
k

Tesi: 7’ ¢ meglio di w. Cioé: V™ (s) >=V7(s) Vs.
Qn (Svanew) >= Q“(s,ao,d)
dold
St=Sm St+1
A.A. 2019-2020 Ane 31/38
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Dimostrazione del teorema del  “%;
miglioramento della policy

Analizziamo la seguente condizione:

n‘=m VS tranne che pers,, peril quale siapplica I’azione:
Anew = T(Sm)

Risulta che il reward a lungo termine & maggiore per anew = 1’(s).
VT (s) = Q™ (S,8new= 1 (5)) >= Q7(s, @ = mt(s)) = V*(s)

Tesi: ¢ meglio di rt. Cioe: V™ (s) >= V*(s) Vs (ed in
particolare per gli altri stati s)
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Dimostrazione del teorema del 2
miglioramento della policy —

Hp: Q™(s,m’(s)) >= V™(S) Vs m’(s,a) ¢ migliore per almeno uno stato

Vis) < Q7(s,7'(s))
_E { t+l+7\/”(st+l) | St = S}
<= E { t+1 +7Q” (St+l’ ﬂ-l (St+l)) | St = S}
<= E;r'{rt+l + 7E;z'(rt+2 + 7\/ ”(SHZ)) | St = 5}
= E;z'{rtJrl + 7rt+2 +7/2V ”(St+2)) | st = S}

Sostituisco ancora Q™*(.)

<=E {r+ M, +7 st |S =S} [Th Vr(s) <= V7 (s)
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Osservazioni :Z:J
S=sn Q" (s, 7'(8)) = Q" (S, 7(8))
S# Sm Q”(S, a) = E;z-'{rt+1 + }/V”(Sul) | St = S}

=E { t+1 + 7Q” (St+l’ E(SHI)) | St = S}

Se S+ = Sm miglioro la Q(s,a).

Se nessun Sy =Sy. Nonvaria la Q(s,a).
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Visione grafica del miglioramento

S

t+1

Ogni volta che sono in uno stato, s , scelgo un’azione che migliora il
reward a lungo termine ottenuto da quell’istante/stato in poi.

Per gli altri stati, il reward a lungo termine non viene modificato ogni
volta che I'albero uscente da s’ passa per s.
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Ottimizzazione policy o

Per ogni stato scelgo le azioni secondo la policy: n(s,a).

Posso ordinare la Value function Q(s,a) in ordine decrescente, in
funzione delle azioni scelte in s (policy).

Si definisce unapolicy, m, migliore di un’altra, 7, Se e solo se:

Q™ (s.a(s)) > =Q™ (s,a(s)) Vs.

In particolare si definisce una politica ottima, ", see solose:
Q'(s.a(s)) > =Vi(s.a(s)) Vs

Q(s.a(s)) > =Q*(s.a(s)) VIs.al
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Policy iteration

Iterazione tra:

* Calcolo iterativo della Value function (iterative policy evaluation)
* Miglioramento della policy (policy improvement)

g — VO - 1y - Vil —» g, - V2 .

- 1 - V

Conwverge velocemente ad una buona politica
(cf. Software Sommaruga)
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