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Modello yll

y =1(x|w)

X —causa => Yy — effetto (misurato)

|dentification: determine {w} from {x};{y} - Supervised learning
Control / Prediction: determine {y} from {x} {wj}

Inverse problem: determine {x} from {y} {w}
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Esempio di Modello yall

A

y
y=f(X; w) W

y:a)@ ; X

ldentificazione: determino | parametw che fittano | punti
campionati. La funzione f(x) varie forma con il parametro questo
caso.

Controllo: Utilizzo il modello (a noto) per predire l'uscita, yn
funzione dell'ingresso;x

Nota: la funzione f € non lineare in x, ma il modello e lineare in a.

In generale, problemi multi input e multi outputy, w vettoril.
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Vogliamo stimare | parametri di una retta: y = mx + g, con m e g incogni
X ={m, q}

Abbiamo a disposizione N misure effettuate:
Y ={y; :x}

Sappiamo che le giano affette da rumore
Gaussiano a media nulla. In pratica: 7/

y; =Y, + Vv, dovev;, e I'errore di misura.

»
|

Possiamo anche scrivere che: X

Y. = Viue T G (1, 0°) indica una distribuzione monodimensionale
gaussiana a medjae varianzao?. Errore di misura: @& 02
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Estensione della stima a massima

A
verosimiglianza Lo

y =f(x | w)  misuro {y} in corrispondenza di {}

Avro che: f(X|w) = Yt Vi= V¥

Ly 1xw) ] p(v.)= [ ply: - f (x;w))=

_Hy -1 (x |w)ﬂ\
rl 1 o 2 g o is equal for all samples
Vv the different samples
i 2]7'0'2 (X|’y|) are
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i

Stima ai minimi quadrati e -.
verosimiglianza per modello =
lineare

= Impostiamo Il problema scrivendo la funzione di

verosimiglianza e massimizzando tale funzione
rispettoame q...

= Scriviamo prima di tutto la densita di probabilita di
ottenere yper ciascun dato:

1 1 yi—(mmq)jz
i1 JYi y —@ T
p(x.,y. [mq)= ——ex| 2( J

Dove m e g non sono note.
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Stima ai minimi quadrati e = %7
verosimiglianza '

Sapendo che le misure sono indipendenti, possiamo scrivere la probabilita di
ottenere le N misure {}/ funzione di verosimiglianza.

Scriviamo il logaritmo negativo della verosimiglianza:

f(yl,yz----yN;m,b;Xl,xz....xN):—iZN;In{\/%m @XF{_;(M —r:q _bjz}} _
Sl B -

=S e L3 -y o)
i=1 \/ZTU 20° =
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Stima ai minimi quadrati e %%
verosimiglianza '

« E massimizziamo L(.) ponendo a zero le derivate prime rispetto a m:

A.A. 2015-2016

af(yl,y2.....yN.m,b;><1,x2....xN) 0 N 1 1 < 2
; — _ | - - =
om om| 2" Tore ) 207 2 "M )

rrI]E@ZN;(XZ)}qE@ZN;(X)}{Z(y. Dﬁ)} 12 equazione
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Stima ai minimi quadrati e %%
verosimiglianza '

22 equazione
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Stima massima verosimiglianza ﬁ
{ZN: (KZ)} L+ {ZN: (% )} [0 = {Z (v )} 1° equazione

3 x)| i+ 0] = S0) 2 equazione

Le incognite, m e b, compaiono con esponente 1 => equazioni lineari in
Potrel risolvere per sostituzione
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Stima ai minimi quadrati e 2%
verosimiglianza

Per ogni punto, dovrebbe valere -
Yi=mx+(q.

Ma c’e I'errore di misura,
misuriamo in realta;y+ v;.

/

Cerchiamo | parametrim e g
che sono piu verosimili.

v

Cosa vuol dire che sono piu verosimifi?
Quanto sono piu verosimili?
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Esempio dll

y=2x+1 m=2;q=1
Misuro e ottengo: Y
-x,=1,y,=2,8
-X,=0;y,=1,2
Quanto varranno le stime dim e g?

3 ) | ) ra=| 0130

i=1 i=1 i=1

= (1*1+0*0m+(1+0)g=(1*2,8+0*1,2)

v

Sx) | me 30| m=| S(0)

=>(1+0)m+20ag-=(2,8+1,2)

m,+09.=2,8 m+2q,=4 =>persottrazione _g1,2; m=16 NB 2,8=1,6*1+1,2
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Overview 2)1)

Stima alla massima verosimiglianza di parametri di un modello

Sistemi lineari
Significato geometrico della stima

Relazione tra soluzione di un sistema lineare e stima allamsassi
verosimiglianza
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Sistema lineare by

<1
X Tt Xo+ ... Xy =
ﬂxl 4 2 x2 N ™ XN _ bi {aij} — coefficienti in numero N x M
BT B2 T e o {X|} — Incognite, N
{bj} — termini noti, M
Xyt G2 Xo T .. &in Xn = by
Esempio:
| sistemi lineari sono interessantl [3X.+2x%+....... 4% =5
perche sono manipolabili con AX -2 X%+ . 0.5%=3

operazioni semplici (algebra delle
matrici)

NB le x qui sono | parametri w del| 5, .3, .
modello.

A.A. 2015-2016 15/51 http:\\borghese.di.unimi.it\



Matrici ydll
A:[ai,j] A' :[aj,i]
aA:[aai,j] C:A+B:[ai,j+bi,j]

C=AB= [ci,j] dove [ci,j]: Zn: a, by ;
k=1

Prodotto degli elementi di una riga per gli elementi di una colonna.
SeA(hxm>»B(mxp)=> C(nxp)

1 -1
12 3 1 B o C:7 7
A=l T, | B1 3| = 4 13

Se il numero di righe = numero di colonne, matrice quadrata
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Matrici (Proprieta) A

La somma e associativa e commutativa (A+B)+ C=A+ ®.

Il prodotto e associativo rispetto alla somma ma non gode della peopo@imutativa:
(A+B)C = AC + BC.

AB # BA

1 peri=|
| = [ai,j]:{ PEIT=T  matrice identita

O altrimenti
Al = A = IA
0
vettore come matrice colonna :u' = u,
_uZ_

prodotto vettore matrice :v = u'M
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A.A. 2015-2016

Matrice inversa 1)

AtA=1

La matrice inversa e definita per una matrice quadrata
Esiste ed e unica se det(APD

Numero di condizionamento di una matrice (quadrata):
rapporto tra il valore singolare maggiore e minore (cf.
Funzione cond in Matlab).

E’ una misura di sensibilita della soluzione di un sistema
lineare a variazioni nei dati.
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Rango di una matrice yld

Data una matrice A di ordine n (n x n),

una matrice A nxn harango m < nse e solo se
esiste un suo minore di ordine m non nullo

mentre sono nulli tutti 1 minori di ordine m + 1.

Una matrice A n x n ha rango n (rango pieno) se e solo se
Il suo determinante e diverso da 0

Rangodi una matrice M x N e la dimensione massima di tutte leiehgtradrate
estraibili da A e con determinante non nullo. Il rango € massimo quanao non
inferiore alla dimensione minima della matrice.
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Altre proprieta delle matrici yll

det(AB) = det(A) det(B)

det(diag(W)) =[] W
(AT)1= (AD)T
(AB C)T=CTBTAT

Una matrice U, si dice ortogonale s€ W= diag(W).
Una matrice U, si dice ortonormale seW=1 = Ul=U"

Condizione di ortonormalita:

Il determinante e = 1.

La somma dei prodotti di due righe o di due colonne e = 0.

La somma dei quadrati degli elementi su righe e colonne =1

Esempio notevolenatrice di rotazione (cambio di sistema di riferimento)
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'Esempio
y=X+2 ’ P=|[-1/4;7/4]
y=-3x +1 | ‘/ —

N

1X—-1x%=-2 Y =%,
3 —-1x%=-1 X = X

Risolvo per sostituzione; x -2 + x,.
-3(-2 +%)-X%=-1 = x,=7/4
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Sistema lineare dg’
gl
a.11x1 + qz X2 + ------- @N XN = 1
Xyt 3o Xo + .. ay Xy =B,
Ax=b M x 1

aM1X1+aV|2X2+ ....... @NXN:bM \X

_ Vettore dei
Esempio: termini noti
X+ 2%+ ....... 4% =5
AX1 -2 Xp + ....... 0.5x=3

MXx N N x 1

(Matrice di disegno) Vettore delle

Incognite
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BiXp+ B Xp F e W=D Ammette 1, nessunaco soluzioni
Xyt 3o Xo + .. ay Xy =B,

A e N x N quadrata

AX=D
A X1t G2 X F e An Xn = by A-1Ax = A-lp
— A-1 -1 I I
Esempio: X =A1tbseA+esistel soluzione
X+ 2%+ ....... 4% =5
X 2%t e 0.5§=3 altrimenti,nessundrette parallele)
0

................... co soluzioni(rette coincidenti).

2X;+3 %+ ....... 3x=-1
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Soluzione dei sistemi lineari 7)
y=X+2
Scrivo 1l sistema lineare: Ax=Db y=-3x+1
Cr1 -1 -2 1X —1x%=-2
A= {‘3 ‘J b_{'l} 3x-1%=-1

X e una soluzione se soddistatele equazioni del sistema stesso.

Soluzioni:
I [JSoluzione (sistema impossibile)
[1Soluzione (sistema possibile)
1 soluzione (sistema determinato)
> 1 soluzione<X soluzioni — sistema indeterminato).
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A.A. 2015-2016

Soluzione di sistemi lineari quadrati yedll

Xx=Alb

Condizione di esistenza dell'inversa e detfA)

Il sistema ammette 1 ed 1 sola soluzione se det@®\)

Altrimenti: nessuna o infinite soluzioni
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Esempio 4
1x -1x=-2
y=x+2 B3x-1x=-1

3 -
* Xo=Y

‘ Rango diAe pienIJ

det(A) = 1(-1)-(-1)(-3)=-1-3=-4

X, =-1/4

P=AD P =1[-1/4 7/4]
Xy =114
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QX1 +ay X, = by
DXt X, = by

a 1 Ay T4
detA) | —a,;, &
det(A) = a,%ay-a4,°a,,
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b o
Esempio di soluzione non univoca Lf‘u.iJ

y=X+ 2 : | 2 X - 2 X5 = -3
2y = 2X + 3 .
. X=X
A=, b= f =Y
Non esistono soluzioni

det(A) = 1(-2)-(-1)(2)=-2+2=0 La soluzione non esisteco soluzioni.

y=X+2 La soluzione, se esiste non e unica: tutti i punti della

oy = 2X + 4 retta soddisfano contemporaneamente le 2
equazioni. In questo caso soluzioni: rette
sovrapposte.
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Sistema M x N, M > N g

A X, + B Xo ¥ e ay Xy = by Ammette 1, nessunaco soluzioni
B1Xp T 3o Xo + ... ay Xy = b
Ax=Db
................... Ae MxN, M>N, non e una matrice
guadrata.
AaXy t Az X ¥ oo anXn=bu 1, nessunago soluzioni.
Esempio:

Ho delle equazioni di troppo, devono
U5 2%+ . 05x=3 essere correlate (co,m_ omate

linearmente), perché il sistema
ammetta soluzione.

Posso sempre calcolare la soluzione In
forma matriciale.
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Sistemi lineari con m > n Lf'.d.iJ

J(W,L) e rettangolare: numero di righe maggiore del numero di colon

Ax =Db Adidimensionim xn
y=X+2
y=-3x+1
y=-x +3/2 a
Una delle 3righe diAe
combinazione lineare |
delle altre. | | | -~ Cc
L -y © N\ p=[14 7/4
A= h :ﬂ b = _'115 Esiste un’equazione “di troppo”
Nessuna, 1 o soluzioni ‘ Rango diAe pienIJ
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Rango di una matrice yld
det (ASij)

Data una matrice A di ordine n (n x n),

una matrice A nxn harango m < nse e solo se
esiste un suo minore di ordine m non nullo

mentre sono nulli tutti 1 minori di ordine m + 1.

Una matrice A n x n ha rango n (rango pieno) se e solo se
Il suo determinante e diverso da 0
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A.A. 2015-2016 32/51

Relazione tra le equazioni ~
(combinazione lineare) '

0y (y-x-2)+
o, (y +3x—1) =
(y+x -3/2)
/ In questo caso:
a, =-1/2
a,=-1/2

Tutte le rette per la soluzione P possono essere descritte come un
fascio (di rette).

Un fascio di rette e univocamente identificato da due rette (che si
Incontrino in un punto).

La terza equazione e combinazione lineare delle prime due.
http:\\borghese.di.unimi.it\



a0
Sistema lineare: soluzione algebrica Lz'_vJ.U

Caso generale:

Ax=b > AAx=Ab [———> (AA)AAx=(AA)AD

|

(A'A) gioca il ruolo di A quadrata.

x = (AA) Ab
Quale criterio viene C = (A * A)-1 & la matrice dtovarianza
soddisfatto dx? (matrice quadrata n x n)
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Sistemi lineari con m > n dll

Ax=b Adidimensionimxn
y=X-2
y=-3x+1
y=-x +3/2
1 -1 -2
A= {—3 —1} b= 1
-1 - +15
o 113 | ok | |
AT* A= {3 3} det = 24 \p- [-1/4 7/4]

— (ATA)-1_ [0.1250 -0.1250 _ T _ T
C = (AA) {_0.1250 0_4583} P=C*AN*b P=[0.25+1.75]
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Riformulazione del problema con rumore "*ﬂ
d

Xy T 8 X T gy XN =Dy + v, Errore di modello (sistematico,
B Xyt By Xyt gy Xy = Dyt v, randomico). M x 1 =Residuo.
AX=b+N M x 1
aM1X1+8M2X2+ ....... @'INXN:bM-FVM \X
Vettore dei
Modello Misure termini noti
M X N N x 1

(Matrice di disegno) Vettore delle

iIncognite

‘ Quale criterio viene soddisfatto ®a
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Soluzione come problema di 4
ottimizzazione '

2 _ 2
Funzione costo: (Ax — BF ka = [Ax=Db]]
Kk

Assegno un costo al fatto che la soluzione x, non soddisfi tutte le equdaisomma
dei residui associati ad ogni equazioni viene minimizzata. Geaaueikente: viene
trovato il punto a distanza (verticale) minima da tutte le.rette

mxin;VKZ:rQin(Ax-b)z
ATAX = ATbh
i(Ax—b)2 =2A"(Ax-b)=0 X = (ATA)IATh
dx

NB le funzioni costo sono spesso quadratiche (problemi di minimizzazommessi)
perche il costo cresce sia che il modello sovrastimi che sotidstmisure.
Inoltre, le derivate calcolate per imporre le condizioni di steiieta (minimo), sono

relativamente semplici.
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Sistemi lineari con m > n Lf'.d.iJ

AXx = b A di dimensioni m X n
y=X-2
y=-3x+1
y=-x +3/2
1 -1 -2
A= {—3 —1} b= 1
-1 -1 -15
o 113 | B | |
AT* A= {3 3} det = 24 \p- [-1/4 7/4]

— (ATA)-1_ [0.1250 -0.1250 _ T _ T
C = (AA) {_0.1250 0_4583} P=C*AN*b P=[0.25+1.75]
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Sistemi lineari con m > n - non esiste "4,
soluzione (matematica)

y=x+2 AX=D A di dimensioni m x n
y=-3x+1
1 -1 [ -2 >//§\
A= {—3 —1} b= 1 7 T
- - 05 | P’ ;tk
Txp— |11 3} ~ | D | |
ATTA {3 g) det=24 > v, =|Ax-b|f=0.333333
Kk

C= (AA)!-= {0-1250 '0-1250} P=C*A*b P =[0.5+1.4167]
-0.1250 0.4583 _ _
NO Intersezione
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A.A. 2015-2016

Commenti dl)

V" = Ix=blF=2 || A.x=b|F =

[(Ailxl + ALZXZ) B b1]2 + [(A21X1 + Azzxz) B bz]2 +
[(Amxl + A32X2) B b3]2

Lo scarto misura la distanza (verticale) dalla retta
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Overview dll

Stima alla massima verosimiglianza di parametri di un modello

Sistemi linearti
Significato geometrico della stima

Relazione tra soluzione di un sistema lineare e stima allamsassi
verosimiglianza
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Fitting di una retta £l

Vogliamo stimare i parametri di una retta: y = mg,-€on m e g incogniti:
X={m, q}

Abbiamo a disposizione N misure effettuate:
Y ={y; X}

Sappiamo che le gono affette da rumore
Gaussiano a media nulla. In pratica: /|

y; =Y, + Vv, dovev; e il rumore di misura.

><V

Possiamo anche scrivere che:

y. = G (mx + b, 0%), dove G, 0?) indica una distribuzione
monodimensionale gaussiana a med&varianzao?.
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>
Stima alla massima verosimiglianza A

= Impostiamo Il problema scrivendo la funzione di
verosimiglianza e massimizzando tale funzione
rispettoame (...

= Scriviamo prima di tutto la densita di probabiliia
ottenere yper ciascun dato:

1 1(v. = mx —a )\’
p(Yi|m,q;Xi):—@xp __(y, MX; CIj
2710 2
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Stima alla massima verosimiglianza _iAb

Scriviamo il logaritmo negativo della verosimiglamn

(Y, Voo Yot MBE X X Xy ) = —gm{&a @xr{—;(yi -n(rjm —qﬂ} _
S £

i —Zln( 2770) Ziz iZ::(yi - —a)

Minimizzo f(.) rispetto a {m.q}
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S (x?) mn+| 3 0) =] 3 (v )

i=1 i=1 i=1 1° equazione

> ()| X0 =] Y(y)| T

Le incognite, m e b, compaiono con esponente 1ge@Aoni lineari in m e b: X={m,q}.

Posso risolvere come;

ATAX = AT
x = (ATA)1ATh
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,, o o o o o : J !_._..
) Stima alla mazsalsrrc\,azver'osnmlgllanza P

« Ottengo un sistema di 2 equazioni in 2 incognite

k) Sl S

S0 0177 20

=1 =1 =1

A X = v 4

X =(AA) 1AB = CAB - C é matrice di covarianza.

NB Le y. sono solo ai termini noti
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Stima ai minimi quadrati 7
caso Dq L)

= Scriviamo I'equazione della retta per tutti i puntforma
matriciale (sistema lineare Ax=b, N equazioni, 2

Incognite):
1 1
X2 1|m| |y2
b
XN 1 YN |

= Vogliamo trovare x t.c. (Ax-BJAx-b) € minima
(minimizzazione deil quadrati dei residui).

X =(A'A) tAB = CAB - C é matrice di covarianza.
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an;
Esempio - Caso 2D (2 parametri) fﬁj

N =20 punti 3, vt
0,2=0.01 y =mx +q
mreale =1 25
g reale =2

1.5+

m stimato = 0.9931
g stimato = 2.0106 g

! ! ! ! ! ! ! ! ! |
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cosa vuol dire che {m,q} sono i piu verosimili?
Quanto sono piu verosimili?
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Stima a massima verosimiglianza e 4i)
minimi quadrati '

ATAX = AT
x = (ATA)1ATh

La soluzione a massima verosimiglianza, quando il rumore e
Gaussiano a media nulla, coincide con la soluzione ai minimi
guadrati del sistema lineare associato (la soluzione ai minimi
guadrati € un caso particolare della stima alla massima
verosimiglianza).

La soluzione e quella che minimizza lo scarto quadratico medio|dei
residui, ovverosia e a minima varianza.

La stima a massima verosimiglianza e un approccio generale, € si
presta a p(x) di qualsiasi forma. La Gaussiana consente di otterjere
una formulazione lineare del problema.
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Stima ai minimi quadrati e 2
verosimiglianza '

= Nella soluzione ai minimi quadrati del sistema lineare Ax=deefinisce un vettore errore v
= AX - b;
= Nel caso di soluzione “perfetta” v = 0;

= Dal momento che abbiamo un numero di equazioni maggiore rispetto al mdimero
incognite, cerchiamo il vettore e a norma minima;

= In pratica cerchiamo x t.cT'v=%,v,> & minimo.
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Giustificazione statistica

= C'e un solo insieme vero dei parametrimentre cpossono essere
infiniti universi di dati per effetto dell'errore di misur a.

= La domanda quindi piu corretta sarebbe: "Dato un certo insieme di
parametri, qual'e la probabilita che questo insieme di dati sidt@3tra
(piu correttamente si parla di densita di probabilita?)

= Cioe,per ogni insieme di parametri, calcoliamo la probabilita che i
dati siano estratti. Ovverosia la likelihood (verosimiglianza) dei
dati, dato un certo insieme di parametri.

La stima ai minimi quadrati dei parametri € equivalente a determina
parametri che massimizzano la funzionge&hosimiglianzasotto
I'ipotesi di erroreGaussiano a media nulla

A.A. 2015-2016 50/51 http:\\borghese.di.unimi.it\



Overview 701)

Stima alla massima verosimiglianza di parametri di un modello

Sistemi linearti
Significato geometrico della stima

Relazione tra soluzione di un sistema lineare e stima allamsassi
verosimiglianza
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