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Sistema lineare con misure affette da v f
rumore
X+ A Xt e Xy =Dt vy Errore di modello (sistematico,
Xyt B Xp t s Xy = Db+ v, randomico). M x 1 =>Residuo.
Ax=b+N
QX T Az Xp e i X = byt vy ’\MX]'
Vettore dei
Modello Misure termini noti
M x N Nx1
(Matrice di disegno) Vettore delle
incognite

Quale criterio viene soddisfatto g#a
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Soluzione come problema di A
ottimizzazione

Funzione costo: (Ax — B¥ sz IAX-b|F

Assegno un costo al fatto che la soluzione x, non séiddite le equazioni, la somma
dei residui associati ad ogni equazioni viene minimizz&aometricamente: viene
trovato il punto a distanza (verticale) minima da tlgteette.

mxinzk:vkz:r!(]in(Ax—b)2
ATAXx = ATh
%(Ax—b)2 =2A"(Ax-b)=0 X = (ATA)-?ATh

NB le funzioni costo sono spesso quadratiche (probtli minimizzazione convessi)
perche il costo cresce sia che il modello sovrasthm sottostimi le misure.
Inoltre, le derivate calcolate per imporre le carwhi di stazionarieta (minimo), sono

relativamente semplici.

AA. 2014-2015 5/74 http:\\borghese.di.unimi.it\

Stima alla massima “2
verosimiglianza

Per ogni punto, dovrebbe valere
Yi=mx+q.

Ma c'é I'errore di misura,
misuriamo in realta;y+ v;.

Cerchiamo i parametrim e g
che sono piu verosimili.
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15
Fitting di una retta B

Vogliamo stimare i parametri di una retta: y = mz + g, con m e ¢ intcogn
X ={m, q}

Abbiamo a disposizione N misure effettuate:
Y ={y;x}

Sappiamo che lg gono affette da rumore
Gaussiano a media nulla. In pratica: 7/

y; =Y; + v, dovev;, é il rumore di misura.

Possiamo anche scrivere che: X

y; = G (mx + b, 0?), dove Gf1, ¢ indica una distribuzione
monodimensionale gaussiana a mede&varianzao?.

AA. 2014-2015 7174 http:\\borghese.di.unimi.it\

Stima alla massima ¢
verosimiglianza

= Impostiamo il problema scrivendo la funzione di
verosimiglianza e massimizzando tale funzione
rispettoame q...

= Scriviamo prima di tutto la densita di probabilita di
ottenere yper ciascun dato:

oiman)= -1
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Stima alla massima - f
verosimiglianza -

Scriviamo il logaritmo negativo della verosimiglianza:

F (Yo Yoo Yo TS X, XXy ) = —gm{\/;m @X[{_;(WT} _
=S ) |

N 1

S 2

Minimizzo f(.) rispetto a {m.q}

AA. 2014-2015 9/74 http:\\borghese.di.unimi.it\

}m [ZNj(y.Dﬁ)} - equazione

i=1

[0 "

i=1

Le incognite, m e b, compaiono con esponente 1gera&oni lineari in m e b: X={m,q}.

Posso risolvere come:

ATAX = ATb
x = (ATA)1ATh
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Stima alla massima 2
verosimiglianza: caso 2D -

=« Ottengo un sistema di 2 equazioni in 2 incognite

) Sl )

i.=Nl E " [rkﬂ =] =y

X =(A'A)1AB = CAB - C e matrice di covarianza.

NB Le y sono solo ai termini noti

AA. 2014-2015 11/74 http:\\borghese.di.unimi.it\

Stima ai minimi quadrati aly
caso 2Dq ﬁ

= Scriviamo I'equazione della retta per tutti i punti in forma
matriciale (sistema lineare Ax=b, N equazioni, 2

incognite):

xl 1 yl
X2 1 \mj |y2
{b}_
xN 1 yN

= Vogliamo trovare x t.c. (Ax-BYAx-b) &€ minima
(minimizzazione dei quadrati dei residui).

X = (A'A)AB = CAB - C e matrice di covarianza.
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Esempio - Caso 2D (2 parametri) fﬁb

N = 20 punti s s
0,2=0.01 y =mx +(
mreale =1 25
greale =2

15

m stimato = 0.9931
g stimato = 2.0106 1

L L L L L L L L L .
-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Cosa vuol dire che {m,q} sono i piu verosimil|?
Quanto sono piu verosimili?

AA. 2014-2015 13/74 http:\\borghese.di.unimi.it\

Stima a massima verosimiglianza e A
minimi quadrati

-4

ATAX = ATh
x = (ATA)1ATh

La soluzione a massima verosimiglianza, quandanilare & Gaussiano a media nulla,
coincide con la soluzione ai minimi quadrati deteina lineare associato (la soluzione a
minimi quadrati € un caso particolare della stifte massima verosimiglianza).

La soluzione e quella che minimizza lo scarto qatcly medio dei residui, ovverosia € a
minima varianza.

La stima a massima verosimiglianza & un approcenegle, e si presta a p(x) di qualsias
forma. La Gaussiana consente di ottenere una faziarie lineare del problema.

A.A. 2014-2015 14/74 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Stima ai minimi quadrati e %7
verosimiglianza -

= Nella soluzione ai minimi quadrati del sistema ¢ireeAx=b si definisce un vettore
errore v = Ax - b;
= Nel caso di soluzione “perfetta” v = 0;

= Dal momento che abbiamo un numero di equazioni maggispetto al numero di
incognite, cerchiamo il vettore e a norma minima;

= In pratica cerchiamo x t.cTv=Z,v;? € minimo.

AA. 2014-2015 15/74 http:\\borghese.di.unimi.it\

Giustificazione statistica

= C'é un solo insieme vero dei parametrimentre cpossono essere infiniti
universi di dati per effetto dell'errore di misura.

= La domanda quindi piu corretta sarebbe: "Dato utodasieme di parametri,
qual'e la probabilitd che questo insieme di datiesitratto?" (piu
correttamente si parla di densita di probabilita?)

= Cioé,per ogni insieme di parametri, calcoliamo la probabita che i dati
siano estratti. Ovverosia la likelihood (verosimighnza) dei dati, dato un
certo insieme di parametri.

La stima ai minimi quadrati dei parametri &€ equevéd a determinare i parametri
che massimizzano la funzionewdirosimiglianzasotto l'ipotesi di errore
Gaussiano a media nulla

A.A. 2014-2015 16/74 http:\\borghese.di.unimi.it\




Stima ai minimi quadrati pesata dl
. P di dimensioni m x m — matrice dei pesi,
min || P(Ax —b) | diagonale
P1341X1 + P&y Xo— Piby = pvy Residuo
P2Bo1X1 + PodooXo— Py = PV, 1duo - in PV, )
P3BaXs + PsBerXo— Pabs = Pava pesato 2. (o)
ATPAX=ATPDb
X = (ATPA)IATPb Rank(A) = Rank(C)
C = (A" * P*A)1 e la matrice dcovarianza
(matrice quadrata n x n)
AA. 2014-2015 17/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
Sistema lineare: soluzione robusta gl

Ax=Db > AAx = A'b C—— > x=(AA)!Ab

Numero di condizionamento varia circa con (A*A).
Soluzione tramite Singular Value Decomposition (dianalizzazione)

Numero di condizionamento varia circa con det(A).

Ax=b = \/'W -1l )
UWVX=B x=VW?Ub
/ . I Ortonormale N x N
Ortonormale M x N Diagonale (N x N)
VIWIUTUWYV X=VTWIUTh = X=VTW1lUTh

¢ La matrice C non viene formata.

. L . . . W é diagonale. y* = 1/w;
« W contiene i reciproci degli elementi di W. 9 W !
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Rank-deficienc?l nella matrice dei all
coefficienti

Quando (A*A) é singolare?

X = (A*A) TA* b x=V'W-1Ub

Se A e rank-deficient, A*A & singolare.

Si puo facilmente osservare valutando il valore singolare piu piccolo
della matrice W che risulta uguale a 0.

In questo caso il problema e sovraparametrizzato.

. < . . .. . . Wm'
Si pud anche valutare il grado di condizionamento di A, anallzza\gvnd[b
Max

AA. 2014-2015 19/58 http:\\borghese.di.unimi.it\

Soluzione come problema di A
ottimizzazione ol

Funzione costo: (Ax — B¥ kaz = |IAx-b|P
k

Assegno un costo al fatto che la soluzione X, non séiddite le equazioni, la somma
dei residui associati ad ogni equazioni viene minimizz&aometricamente: viene
trovato il punto a distanza (verticale) minima da tlgteette.

mxin;vkz:n;]in(Ax—b)2
ATAx = ATb
%(Ax—b)2 =2AT(Ax-b)=0 X = (ATA)'lATb

NB le funzioni costo sono spesso quadratiche (probtli minimizzazione convessi)
perche il costo cresce sia che il modello sovrastire sottostimi le misure.
Inoltre, le derivate calcolate per imporre le carahi di stazionarieta (minimo), sono

relativamente semplici.
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15
Valutazione della bonta della stima ﬁ

X = (A*A)A*b <==> IT‘Jr]Zk:I/kz:rTx]in(Ax—b)z

Errore di modellizzazione Gaussiano a media nullad¥)0,

V> = 0
~ 2 M 2 2
5,2=3[v?)=Iv
k=1

Varianza della stima = varianza dell’errore di misura

AA. 2014-2015 22/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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b

i =

S
=

Valutazione della bonta della stima
del singolo parametro

X = (A*A) A% b
Xx=CA*Db m=1

Chiamiamo e = le variabili casuali associate all’'errore sui
e all’'errore di , rispettivamente. Si
suppone errore a media nulla e Gaussianamente distribuito.

xX+u)=CA((b+v)

ﬂ

u=CA*v

u=Ax

x =CAb E[u] =

C é la matrice di covarianza

AA. 2014-2015 23/58 http:\\borghese.di.unimi.it\

_: "_u
Lf‘u.t

Impostazione del calcolo della
correlazione tra i parametri

u=CAv - _
, oo U U U, U Uy
Vogliamo individuare la 2
correlazione tra due Ul U, UyUy
parametri i e j. Devo
quindi determinare la 2
loro correlazione: Uyl Uyl Uy |
<u, u>
u=CAv => u'=Vv'A(C)

uu’= C AwW'A C => Applicando I'operatore di media, si ottiene:
<uu>=CA<w>AC
Dato che v sono i residui, e sono indipendenti, e tutte i punti di contrg
hanno lo stesso tipo di errore di misura, si avra che <wig% |

A.A. 2014-2015

24/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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<uu>=CAIAC0,2=C’ o

Segue che: o%(u;) = G; 0 Varianza sulla stima del parametro.

Spiegazione intuitiva:
ax+ 3=y +noise

Calcolo x come: x =y *a4—3

Quanto ¢ sensibile questa stima? Cosa succederseffgito del noise, invece di

misurare y, misuro 'y + v?

x variera di v *a. Il rumore viene cioé moltiplicato peta

AA. 2014-2015 25/58

Incertezza sulla stima dei parametri Lﬁ‘_JL

=
217

<u'u>= Cagy?

http:\\borghese.di.unimi.it\

matrice dettamatrice di covarianzacome:

X% lexz

XoXq sz X2

g,
XN%g XN X2

Varianza: o,, =0

Covarianza: o,, =0,

A.A. 2014-2015 26/58

Matrice di covarianza dll

Date N variabili casuali: X = [xXs,... Xy] Si pud misurare la correlazione tra coppie di
variabili. E’ comodo rappresentare la correlazitaevariabili casuali in un’unica

X XN

XoXN
XN XN

N parametri

Z] (N-1)%/2 parametri

http:\\borghese.di.unimi.it\
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=
217

Correlazione tra coppie di parametri Lf‘ui

Date due variabili casuali;,, I'indice di correlazione misura quanto le copgie
variabili estratte: p(xx) stanno su una retta:

r_MXin_MXiMXj 1<r<+1

0,0,

Definendo la covarianza traed x come:
ORI ORIV
UXin _NIZZ Xl X; XJ X;

Dalla definizione di deviazione standard risulta:

=
0,0,
AA. 2014-2015 27/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
15
Correlazione tra i parametri al
Da cui si giustifica il nome di matrice di covarzanperC.
Segue che: o(u;) = G; 05 Varianza sulla stima del parametro.

1<y, = = <41

Indice di correlazione tra il parametro i ed il paetro j
(empiricamente si scartano parametri quando letzmione € superiore al 95%)

Vanno rapportati alle dimensioni dei parametri goiti.

AA. 2014-2015 28/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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) . s e A5
La covarianza: momenti di 2 variabili :Z',
statistiche o

Covarianza = E[(x #,) (Y —I)]
Varianza = E[(X ) (X — )]

Per due variabili indipendenti, la covarianza @, variano assieme (covariano)

2
C= ag, 0,0,
- 2
g0 g

y=x y

>> x = randn(N, 1);

>>y = randn(N, 1);

>> tenp = X.*y;

>> covarianza = nean(tenp)

) 1-4

Misura di correlazione su 2 parametri Lf'u.t

Misura la inter-dipendenza tra 2 variabili statisé:

>>
>>
>>
>>
>>
>>
)

>>

(% = )Y — Hy)
=c=|im : - -
L \/z(xk ) \/Z(yk ;)

<+1

x = randn(N, 1);

y1l = randn(N, 1);

y2 = Xx;

tenpl = x.*y1l;

tenp2 = x.*y2;

covari anzal = nean(tenpl) % Uncorrel ated vari ables(c ->

covari anza2 = nean(tenmp2)% Correl ated variables (c = 0)

AA. 2014-2015 30/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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15
Caso 2D fﬁL

N = 20 punti ,2=0.01
mreale=1 qreale=2

C=
0.0494 0.0087
0.0087 0.0515

m stimato = 0.9931
g stimato = 2.0106

Altra realizzazione del rumore: !

L L L L L L L L L .
08 -06 04 -02 0 02 04 06 08 1

C=
0.1702 0.0124
0.0124 0.0509 o(m) = g, 0,2=0.1702 * 0.01 = 0.0017 == 0.04
0%(q) = G, 02 = 0.0515 * 0.01 = 0.0005 =z = 0.022
m stimato = 0.9937
/ q stimato = 1.9522 8 http:\\borghese.di.unimi.it\
15
Caso 2D - less points ﬁ

N =10 punti g,2=0.01
mreale=1 qreale=2

C=
0.5927 -0.0030
-0.0030 0.1000
m_stimato =
1.0081
g_stimato =
1.9616 oS5 es o1 sz ¢ oz 54 o8 o8 &
C=
0.2514 -0.0360

=

-0.0360 0.1051 y =mx+qg
m_stimato = Diminuisce la confidenza nella stim4
1.0012
g_stimato =
A.A. 2014-2015 19107 32/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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1l
Caso 2D - more points Lé‘.j:'r
N =100 punti 0,2=0.01
mreale=1 (qreale=2

C=
0.0327 -0.0034
-0.0034 0.0103

m_stimato =
0.9942
g_stimato =
1.9978 sl
-1 -0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Yy =mx +(
Aumenta la confidenza nella stima
AA. 2014-2015 33/58 http:\\borghese.di.unimi.it\

1l
Caso 2D - even more points Lﬁ".}jl
N = 10000 punti 0,2 = 0.01
mreale=1 qreale=2
C= 4

0.0000993 0.0000004 -
0.0000004 0.0001000 -

m_stimato = o
1.000039 .
q_stimato = S
2 0012 2, 3 2 1 0 1 2 3 4
) y =mx +(
Aumenta la confidenza nella stima
AA. 2014-2015 34/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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15
Stima di parametri in insiemi di :? f
equazioni non lineari - linearizzazione =

y = f(x) viene linearizzata utilizzando il differenziale (retta tantg):

df (x) df (%)

dx

dx

X=Xo

dx =y, +

X=Xo

dy=1f(x,)+

Si puo vedere come sviluppo di Taylor arrestato al @ifnar
E’ un’equazione lineare.

Per funzioni di piu variabili, ;W) = 0, la linearizzazione nell'intorno &, si puo
scrivere come:

w ( ) w
FPW) = FPuWo) + > ——5  *dw, = k-) a,*dw,
=1 W. j=1

J Py W,
E’ un’equazione lineare che descrive il comportamenttadehzione F(.)
nell'intorno del puntd®o con i parametriVo.

AA. 2014-2015 36/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Metodo di Gauss-Newton gl

= L'idea:

Inizializzazione:

= Inizializzo i parametri ad un valore iniziale.
Iterazioni:

« 1) Linearizzazione delle equazioni.

= 2) Stima dell'aggiornamento dei parametri nel miadighearizzato ai minimi
quadrati (soluzione ottimale, minimo del problein@&rizzato).

= 3) Correzione dei parametri.

Puo essere pesante perché richiede l'inversiore whaltrice di covarianza. Spesso si
preferiscono utilizzare metodi di ottimizzazioné plémo ordine.

AA. 2014-2015 37/58 http:\\borghese.di.unimi.it\

In pratica Al

y = f(x) X, y vettori di N ed M elementi rispettivamente
Yo = f(Xo) X0 Yo Valore iniziale

Iterazione di (nella prima iterazione k = 0):

o dy, Y, = (Z0f(x)/dx),, dx + f(x,) (Zof(x)/dx),, are numbers!
« Si ottiene un sistema lineare

= Viene risolto comelx, = (AAT) TATdy,

« Siaggiorna il valore di x come ¥,; = X, +dx,

Fino a convergenza

AA. 2014-2015 38/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Minimizzazione tramite gradiente 4,
(metodo del primo ordine):"1 variabile o

Tecnica del gradiente applicata alla minimizzazione di funzioni ngn-

lineari diuna variabile, x, e diun parametro, w: f = f (x | w).

| w
La derivata, mi da due informazioni:
1) In quale direzione di, la funzione decresce.
2) Quanto rapidamente decresce.

Definisco uno spostamento arbitrario lungo la peademaggiore la pendenza
maggiore lo spostamento.
dw O -f'(w;P) dati P, w. La derivata viene calcola rispetto a w.

Occorre un’inizializzazione.

Metodo iterativo. mi.it

15
Esempio di applicazione tecnica del 7§
gradiel?rrte per'plm?‘unzioni di 1 variabile ﬁ

Supponiamo che il modello da noi considerato sia semplice: ¥ = ax

Abbiamo un unico parametro da determinare: a. La funzione ¢ ling
ina.
Misuriamo un punto sulla parabola: x =1, y =3.
Vogliamo modificare a in modo che la parabola ppssiP(x,y).
La funzione costo da minimizzare sara: e = f(g)| x,(y-a¥)?
La soluzione éa =3

Partiamo dag = 2.

err=(3-2*1)*1=1 | a
Utilizziamo il metodo del gradiente

Calcoliamo la derivata di f(a | x,y® f'(a) =-2 (y —a %) x?

A.A. 2014-2015 40/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Minimizzazione - underdamping Lf‘ui

Consideriamax = 1
Calcoliamo la derivata di f(.y» () =-2 (y —a ¥) x2

Utilizziamo il metodo del gradiente

Passo 1:

Calcoliamo I'incremento da dare al parametro a:
da=-[-2(3-21)1]=--6+4]=2 a=2+2=4
Passo 2:

Calcoliamo I'incremento da dare al parametro a:
da=-[-2(3-41)1]=-[-6+8]=-2 a"=4-2=2
Oscillazionil!!

Mi sposto troppo velocemente da una parte all’a@élaminimo.

AA. 2014-2015 41/58 http:\\borghese.di.unimi.it\

155
Minimizzazione -2 passi Lz'.u.t

Consideriamax =
Calcoliamo la derivata di f(.y» () =-2 (y —a ¥) x2

Utilizziamo il metodo del gradiente

Passo 1:

Calcoliamo I'incremento da dare al parametro a:
da=94[-2(3-21)1]=-]-6+4]=0.8 a=2+08=28
Passo 2:

Calcoliamo I'incremento da dare al parametro a:
da=-04[-2(3-281)1]=-[6+5.6]=0.16 a"=2.8+1B =2.96

Converge ad a = 3.

Posso correre il rischio di spostarmi troppo lergata

A.A. 2014-2015 42/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
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15
Minimizzazione di funzioni di piu variabili Lf'_d.".
min(f(x, w)) funzione costo od errore;, vettore.

Modifico il valore dei pesi di una quantita proporzionale alla

pendenza della funzione costo rispetto a quel parametro.

La pendenza € una direzione nello spazio, non € piu solamente

destra / sinistra. Devo calcolare la derivata spaziale =
gradiente della funzione costo, f(.).

Estensione della tecnica del gradiente a piu variabili.

dw = - a Of(x;w), dato P, W.

Serve urapprossimazione inizialeper i pesi W; = {w};,;.

A.A. 2014-2015 44/58 http:\\borghese.di.unimi.it\

) -‘_u

Evoluzione dei metodi del primo ordine Lz'u.t

o € un parametro critico. Se € troppo piccolo conmerg molto lenta, se &
troppo grande overshooting.

Ottimizzazione doi. Ad ogni passo viene calcolato a ottimale, pelafiinzione
e decrescente (line search).
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Matrici e Sistemi lineari
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Determinazione dei parametri di un modello non-lineare
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Stima di parametri in insiemi di :2 4]

equazioni non lineari - linearizzazione

y = f(x) viene linearizzata utilizzando il differenziale:

_ df (x)
y=1(x) +—dx

X=X X=X,

Si puo vedere come sviluppo di Taylor arrestatb°ardine
E’ un’equazione lineare in dx.

Per funzioni di piu variabili, ;W) = 0, la linearizzazione si pu0 scrivere come:

w OF(.)
= oW,

J R, W,
E’ un’equazione lineare nei dw che descrive il conggmento della funzione
F(.) nell'intorno del punto Po con i parametri Wo.

W
F(PW) = FP,W,) + rdw = k-2 3, *dw,
ji=1
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Il caso poissoniano szzi

« La formulazione di un problema di verosimiglianza
permette di trattare casi in cui la variabili misurate abbiano
distribuzione diversa da quella gaussiana.

= Consideriamo ad esempio una variabile poissoniana (es.
conteggio di un numero limitato di fotoni, es. radiografia).

« Media della variabile casuale (=varianza nel caso della

poisson) 3.
At e
p(ni M) =
n!
AA. 2014-2015 49/58 http:\\borghese.di.unimi.it\
il
Distribuzioni notevoli: la Poisson :ﬁ
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example

ian noise

Gauss

Constant variance

Gaussian noise

12000

10000~ — — — —

40001 — — — —

2000~ — — —
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ISsson noise

Po

Lower variance for

[ow signhal

Poisson noise
T

12000

10000~ — — — —

40001 — — — —

2000~ — — —

52/56 http:\\borghese.di.unimi.it\

A.A. 2014-2015

26



b
i =
S
=

Il caso poissoniano

« Siay un vettore di misure di una variabile poissoniana. Si
vuole stimare la media della variabile.

= Scriviamo il logaritmo negativo della funzione di
verosimiglianza:

(0o Y )= (L) =l 1] =S 22 |-
= —gm[ﬂ ]—2|n[e‘”]—g|n[)ﬂ -

—;yi [[h[/1]+;/1 +;|n[yi!]:

= —In(/])%:yi +NO +Z::In[yi!]

-t
=

Il caso poissoniano

= Massimizziamo la verosimiglianza rispetta a
(ponendo a zero la derivata):

;}[f(.)]=£{—ln(/1)DiZ:yi +N m+izjl:|n[yi!]}=

N
-1y N+0=0 )I—izzllyi
_—}{2;yf+ +0=0=> A= N

= Otteniamo anche in questo caso la media
campionaria come stima della media della
distribuzione.
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Il caso poissoniano (riassunto) g1

L’approccio alla massima verosimiglianza permetteffiéttuare stime di
parametri, data una qualsiasi densita di probaldi dati misurati (non solo
gaussiana, poisson!)
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