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ntetica) degli algoritmi “%;
clusTer?ingg J ﬁ

= Algoritmi gerarchici (agglomerativi, divisivi), e.g. Hirarchical
clustering.

« Algoritmi partizionali, hard: K-means, quad-tree decomposition.

= Algoritmi partizionali, soft: fuzzy c-mean, neural-gas, enhanced
vector quantization, mappe di Kohonen.

» Algoritmi statistici: mixture models.
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Clustering dll

« Cluster {C, .....Cy} & {P, ....P,} € RD

P; represents the set of data inside its cluster.

The set of data inside its cluster has to be determined
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K- titional):
"R B

= Siano Xy, ..., Xp 1 dati di addestramento, features (per
semplicita, definiti in R?);

= Siano C, ..., Cy i prototipi di K classi, definiti anch’essi in R?;
ogni prototipo identifica il baricentro della classe corrispondente;

= Lo schema di classificazione adottato sia il seguente: “X;
appartiene a C; se e solo se C; ¢ il prototipo piu vicino a X;
(distanza euclidea)”;

» L’algoritmo di addestramento permette di determinare le
posizioni dei prototipi C; mediante successive approssimazioni.

A.A.2012-2013 5/52

ho;

Voro

d

&

Risultato del cluster
un diagramma

1 poligoni azzurri rappresentano i diversi cluster ottenuti. Ogni punto marcato all’interno del
cluster (cluster center) ¢ rappresentativo di tutti i punti del cluster
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Algoritmo K-means dll

L'obiettivo che 1'algoritmo si prepone ¢ di minimizzare la
varianza totale intra-cluster. Ogni cluster viene identificato
mediante un centroide o punto medio. L'algoritmo segue una
procedura iterativa. Inizialmente crea K partizioni e assegna ad
ogni partizione 1 punti d'ingresso o casualmente o usando alcune
informazioni euristiche. Quindi calcola il centroide di ogni
gruppo. Costruisce quindi una nuova partizione associando ogni
punto d'ingresso al cluster il cui centroide ¢ piu vicino ad esso.
Quindi vengono ricalcolati i centroidi per i nuovi cluster e cosi
via, finché l'algoritmo non converge (Wikipedia).
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2k
K-means: addestramento ah
Inizializzazione C;
Classificazione X; ;%:} . °
0
0, 0—0/0)'? 0
Aggiornamento C; sr
0
®o
. . 0
I prototipi C; sisono | | 0
spostati significativamente?
NO
Termine addestramento Aggiornamento C;: baricentro degli X;
classificati da C;.
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2k
Algoritmo K-means::formalizzazione ﬁ

= Dati N pattern in ingresso {x;} e C, prototipi che vogliamo diventino i centri dei
cluster, x; e C, € R. Ciascun cluster identifica una regione nello spazio, P;.

= Valgono le seguenti proprieta:

K

U P =Q2R" I cluster coprono lo spazio delle feature
k=1

ﬁ P =0 I cluster sono disgiunti.

. xjeka Se: qxj—Csz S(IXJ-—C||)Z|¢|(

K N
= La funzione obbiettivo viene definita come: Z z (IXJ' — Ck |)2

i=l j=I
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Algoritmo K-means::dettaglio dei 7
passi

= Inizializzazione.

& Posiziono in modo arbitrario o guidato i K centri dei cluster.

= [terazioni

& Assegno ciascun pattern al cluster il cui centro ¢ piu vicino, formando cosi un certo
numero di cluster (< K).

¢ Calcolo la posizione dei cluster, C,, come baricentro dei pattern assegnati ad ogni
cluster, sposto quindi la posizione dei centri dei cluster.

= Condizione di uscita

= [ centri dei cluster non si spostano piu.
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K-means::limiti

= Partitional, hard, deterministic;

= Veloce, semplice da implementare;

= Trova un minimo locale della funzione f=X.%;[dist(x;,prot;)] /
N;;

= [l risultato dipende dall’inizializzazione!

= Possono essere usati altri metodi (es. GA) per inizializzare K-
means... es. GA per la minimizzazione di f, effettuano una
ricerca globale, ma sono lenti!

Sw in Matlab available
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Da 255 colori a 33 colori
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= K means

» Mappe di Kohonen
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Riassunto
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Clustering Feature Mapping
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Clustering vs. feature mapping 4l

I
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7)1

A differenza di quanto
accade con il clustering,
nel feature mapping
vengono preservate le
relazioni tologiche tra i
dati.




7)1
Feature
Mapping
Clustering
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2k
7)1

Feature mapping

Con il Feature Mapping si da importanza alla
posizione  dei  prototipi  (xxx-topia,
Homunculus motorio);

A uscite contigue corrispondono
configurazioni d’ingresso contigue;

Il clustering opera una trasformazione tra lo
spazio degli ingressi e lo spazio delle uscite
(prototipi) che preserva le relazioni di
vicinanza tra i vari elementi.
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Self Organizing Maps (SOM) a
feafure mapping.
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7)1

Tipo di apprendimento

COMPETITIVE LEARNING. Apprendimento competitivo.
Dato un certo input, le unita competono tra loro per
“aggiudicarsi” I’input.

Questo meccanismo pud essere hard. Nel caso estremo:
“winner-take-all’”, “spara” un solo neurone per volta
(grandmother cell). Opppure pud essere soft, le unita
raggiungono un grado diverso di “vincita”.

Winner-take-all = hard approach

More than one winner - soft approach
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CL'ispirazione biologica : Il campo receﬂi%

- Sinapsi eccitatorie verso i heuroni vicini;

- sinapsi inibitorie verso i neuroni lontani.

STIMOL

—— Sinapsi
eccitatorie

Sinapsi inibitore

Attivazion
e -
m [ [l = . Inassenza disinapsi
inibitorie
[] [] In presenza di sinapsi
AA.2012-2013 sz inibitorie.

Il campo recettivo: effetto Hermann 2y

Pallini neri agli incroci delle
linee bianche.

.|_

——= TInibitori

|
. " ”n I
Il neurone centrale viene “spento l!

dai neuroni vicini attivi > ——s <+

generazione della zona scura. “ | '
I
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SOM: competitive learnin ok
in ver'spione “hard” g ﬁl

0 0 Xi

Nuovo dato X,

Associazione di X, alla
classe W, le sinapsi
inibitorie spengono tutti
gli altri neuroni (winner

Connessione inibitoria takes all). Il solo neurone
"spegne gli altri neuroni” che “spara”, W,, individua
In rlacge di X.

Mapping RN > RM, con M<N (da spazio delle caratteristiche a spazio delle
classi).

SOM: organizzazione topologica 2

I neuroni della SOM sono ordinati fopologicamente
nello spazio dei neuroni (es. griglia ordinata in R2).
In tale spazio viene definita la distanza tra neuroni.

o009 0 O

La distanza tra i due neuroni (nello
@< D spazio dei neuroni) e:
@—9—9—< P f(AX2+ A YZ) = 14142 [Metrica Euclidea]
C a & a )
o 4 a o lA Xl + |A YI =2 [Manhattan]
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Peso del neurone j-esimo:
W;inR3

E’ la sua posizione
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Spazio dei cluster (dei neuroni): R2

Distanza tra neuroni > spazio dei
neuroni
Distanza misurata sulla superficie 2D

(griglia) embedded nello spazio 3D)
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SOM: addestramento :'f

Siano X, ..., Xp i dati di addestramento (per semplicita,
definiti in R3)

siano W, ..., Wy i prototipi di K classi, definiti anch’essi
in R3; ogm prototlpo identifica il peso di un neurone della
SOM’ (W

lo schema di associazione adottato sia il seguente:
appartiene a W; se € solo se W; ¢ il prototipo (peso dei
neurone) piu vicino a X;, nello spazm dei campioni (delle
caratteristiche, R?)”;

I’algoritmo di addestramento permette di determinare i pesi
dei neuroni (le posizioni dei prototipi) W; mediante
successive approssimazioni;

L’algoritmo di addestramento tiene conto della topologia
dei neuroni nello spazio dei neuroni (feature mapping).
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SOM: output alg
S 21
= All’interazione k- esima, si presenti alla rete il dato X;;
= Unita vincente (associazione):
J* te WXl = min; [[W; = Xl
= Uscita:
® u.=1,sej=j*
& u;=0sejl=*
A.A. 2012-2013 25/52
) Competitive learning i
9 i

= All’interazione k- esima, si presenti alla rete il dato X;;

Aggiornamento di tutti i prototipi W;;

Generalized competitive Learning Rule:
® AW; =1y A1) (X - W)

A(i,)) € una funzione “campo recettivo”
& A1) = exp(-[[fX; )- WP / 26,%)

A.A.2012-2013 26/52
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Soft-clustering ab
ij = i A(ig) (X - Wj)
A(i,)) € l’elemento chiave. I “Campi recettivi” dei diversi neuroni

sono parzialmente sovrapposti.

In “Competitive clustering” A,(i,j) ¢ una Gaussiana nello spazio dei
dati e dei prototipi.

In “Neural-gas” A,(i,j) ¢ una ranking function nello spazio dei dati e
dei prototipi.

In “Fuzzy c-means” A,(i,j) ¢ realizzata mediante membership
function nello spazio dei dati e dei prototipi.
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SOM e competitive learning i

= All’interazione k- esima, si presenti alla rete il dato X;;
= Unita vincente (associazione):

J* te [[Wp=X|| = min; [[W; = X
= Competitive Learning Rule (SOM, Kohonen ‘81):

® AW; =1y A1) (X - W)

* A1) = exp(-[| Wi« - Wjl[*/ 26,2)

A.A.2012-2013 28/52
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At e

2k
g Funzione di vicinato ﬁ

M%) = expl-lry - rl2 7 20,2)

—»

”f'j - f'j*”
Neurone lontano dal neurone vincente: A,(j.j*)—0, Aw; - 0

O, —0, l'esponenziale va rapidamente a3 O, solo il neurone
vincente, |7, viene agqgiornato.

O}, —00 |'esponenziale rimane costantemente = 1. aggiorno tutti i
neuroni di una quantity pari 3: AW; =1, (X; - W)

AN Competitive learning 4

> ("First search then converge”) =

1) ORDERING PHASE: n, o grandi; ogni neurone pud spostarsi molto
verso l'ingresso X; il neurone trascina con sé i vicini; in tale fase la
rete si dispiega nello spazio RN "spargendo” i suoi heuroni.

2) TUNING PHASE: n, o piccoli; ogni neurone si muove da solo; & una fase
di raffinamento in cui vengono raggiunti con precisione i centri dei
cluster.

| : 100,000 sampled
points
reconstructed
with 2,000 RV

30/52

15



di%lz-zon

SOM: addestramento g !

In definitiva:

-Il neurone vincente
si sposta verso X,
trascinando i vicini in
proporzione alla loro
distanza nello spazio
delle feature.

- L'ordinamento  dei
pesi dei neuroni nello
spazio dei dati e
simile all'ordinamento
dei neuroni nello
spazio dei heuroni.

A.A.2012-2013

b
Funzione di vicinato nel tempo ﬁl

k (# esempi presentati)

ij = My Ak(j,j*) (xl - Wj) > w=-w+ leAkxi - MW
A G*) = exp(-llr - rl 12/ 2642)

Procedendo nell'addestramento della rete, un neurone

perde la capacita di spostare i suoi vicini.

16



K (# esempi presentati)

AW, = 1 AG®) O - W) = W =W A - AW,

Procedendo nell’addestramento della rete, 1 pesi dei neuroni
perdono la possibilita di muoversi => rete piu stabile.
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Competitive Learning come forze

contrapposte -
AWJ =Ny Ak(I,J) (X, - WJ) - W\]' '::: W/‘J + ‘@ - nkAk(la.])WJ

Il peso W; del neurone
vincente | si sposta
verso I'ingress

N > @{ pres ;

-nW; evita che il peso
W, cresca a dismisura.

A.A.2012-2013 34/52
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SOM: addestramento 4i)

- L'addestramento avviene presentando alla refe i vettori
(dati) X;eRN per un numero di epoche E;

- Per ogni esempio presentato X; vengono aggiornati i pesi dei
neuroni della rete;

- Durante l'addestramento il learning rate n e la
neighborhood distance o decrescono;

- Se presentiamo alla rete un nuovo esempio X; alla fine
dell'addestramento, la rete lo associa al neurone vincente
(clustering);

In pid:

- Categorie simili sono rappresentate da neuroni vicini
(feature mapping).
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SOM: problemi il

-E' necessario scegliere n, o, numero di epoche,
durata della ordering phase — metodi
empirici(l);

- Scelta della topologia e del numero di neuroni
corretti;

- I dati di addestramento devono presentare
una certa ridondanza;

- Unitd "morte” (dead-units);

A.A.2012-2013 36/52

18



...........

o d SOM per ordinamento il
Spazio dei dati X; (e dei pesi w) :R3
Topologia della SOM : circolare @
Parametri di addestramento . # neuroni, n(t),
o(t), ...
Movie here (with RealPlayer)
e SOM per ricostruzione 3D dil
Spazio dei dati q (e dei pesiw) :R3
0669
Topologia della SOM tgrigla2D g @ g ¢
ao—a a d
¢ o a9
Parametri di addestramento : # neuroni =
10x10,0.5 —» 0.11in,10 —>
1lin, ...
Movie here
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SOM per ricostruzione 3d A1)
Problemi:
- Oscillazioni della rete all'inizio
dell'addestramento;
- Raggiungimento dei confini della superficie
aperta;
- Numero insufficiente di neuroni;
3 -= -} "
Boundary First Method A

1) Individuazione

dei punti di confine —)
della superficie

2)  Posizionamento R

dei neuroni di bordo : : :>
3) Addestramento : —

della SOM (neuroni *
di bordo bloccati),

n,c maggiori ai lati =
A.A.2012-2013  auioe
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SOM per ricostruzione 3D ’-'*Jy
= Movie here
= Movie here
A.A.2012-2013 41/52
(] [J [J 1-} .
Parametrizzazione Points Cloud A

- Ad ogni punto 3D [x,y,z] vengono assegnhate le
coordinate 2D [u,v] corrispondenti nello spazio 2D
della SOM Tframite una proiezione
(parametrizzazione)

A.A.2012-2013 42/52
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Delaunay)

= Dato un set di punti nello spazio

Triangolazione punti in [u,v]

2D, ¢ possibile trovare un set di
triangoli tale per cui
(triangolazione di Delaunay):

# ogni punto si trova al vertice di
uno o piu triangoli

& nessun punto si trova
all’interno di un triangoli

« Utile in computer graphics.

= Inmodo piu rigoroso:

a Delaunay triangulation for a set P
of points in the plane is a
triangulation DT(P) such that no
point in P is inside the circumcircle
of any triangle in DT(P). Delaunay
triangulations maximize the
minimum angle of all the angles
of the triangles in the

triangulation; they tend to avoid
“sliver' triangles.
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Delaunay e Voronoi

= Duale della
triangolazione di

Delaunay =
Tessellazione di
Voronoi.

= Suddivisione
“regolare” dello
spazio.

A.A.2012-2013 44/52
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)

Dealunay & Voronoi
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i
triangolati

interpolazion
e

o
.0
o)
o)
o
|
=
i

essere

possono
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Finale

2D
(ricostruzione a mesh di triangoli). La mesh viene poi

filtrata/internolata

Parametrizzazione Points Cloud

Ricostruzione a mesh di
triangoli

A.A.2012-2013

A.A. 2010

I punti
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Tibia Left

rrrrmt

Topologia: cilindro
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A.A.2012-2013

Femoral Bone Left

rrrres

Topologia: cilindro
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Varianti SOM 4)i)

- SELF CREATING MAP
- Aggiunta di un neurone:
- Vicino al neurone vincente con f maggiore;

- Vicino al neurone con curvatura massima;

-SOM SUPERVISIONATE (per la classificazione);
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Software available A

Clustering topologico dei caratteri Braille

SW available
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1k
Riassunto all
= K means
= Mappe di Kohonen
A.A.2012-2013 52/52 http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese\

26



Sommario

= Clustering a feature mapping

= SOM
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