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funzionano devo dire grazie anche a lui, che ha dedicato ben piú di qualche ora alla

risoluzione dei problemi che di tanto in tanto sorgevano. Un grazie anche alla prof.ssa

Anna Maria Zanaboni ed alla dott.ssa Sabrina Gaito, che mi hanno aiutato a capire

meglio i problemi statistici che sono stati parte integrante di questo progetto.

x



xi

Per ringraziare gli amici mi servirebbero pagine e pagine, ma lo spazio é tiranno
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volte mi sono perso per strada. Spero che dopo questa tesi ritorni il vero Fabio,
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Introduzione

Questa tesi é il risultato di un progetto di ricerca svolto presso il Dipartimento di

Scienze dell’Informazione dell’Universitá degli studi di Milano ed ha come obiettivo

la realizzazione di un sistema robusto di calibrazione di fotocamere digitali.

La calibrazione é essenzialmente un problema di stima dei parametri che defini-

scono la fotocamera, a partire dalla misura sul piano immagine di un certo numero

di punti di controllo di cui é nota la posizione nello spazio tridimensionale.

I parametri da stimare sono:

• parametri estrinseci, che definiscono la posizione e l’orientamento della fotoca-

mera;

• parametri intrinseci, che definiscono la distanza focale ed il punto principale;

• parametri ottici, che definiscono il campo di distorsione.

Il numero dei parametri ottici non é fissato a priori ma dipende dal tipo di foto-

camera e di obiettivo usato. Occorre quindi sviluppare un sistema che sia in grado di

identificare il modello migliore per rappresentare le distorsioni.

Per ottenere una stima robusta é stata quindi analizzata a fondo la soluzione

denominata Bundle Adjustment. Questo modello consente di stimare i parametri

minimizzando iterativamente l’errore di retroproiezione dei punti di controllo.
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Per valutare l’adeguatezza del modello, per prima cosa é stato valutato il condi-

zionamento della matrice A. Nel caso di sovraparametrizzazione, il numero di con-

dizionamento della matrice diventa elevato e la soluzione mal condizionata. É stata

inoltre valutata la bontá della stima dei parametri mediante l’analisi della varianza

della stima e la correlazione tra i parametri mediante l’analisi della correlazione. Que-

sta analisi consente anche di eliminare parametri che risultino stimati in modo non

sufficientemente accurato.

La calibrazione bundle adjustment é stata poi applicata alla calibrazione di un

sistema stereo-scopico costituito da una coppia di fotocamere. Questo sistema puó

essere utilizzato per la ricostruzione della posizione di punti nello spazio tridimensio-

nale. L’accuratezza globale della calibrazione per il sistema stereoscopico viene deter-

minata attraverso l’errore tra la posizione tridimensionale ricostruita e la posizione

reale di un insieme di punti di controllo.

Il risultato finale é quindi la calibrazione di fotocamere digitali e la successiva

ricostruzione dei punti tridimensionali.

Questa tesi é divisa in 7 capitoli e due appendici:

Nel primo capitolo si descrive la fotocamera digitale come sistema di calibrazione

e si introducono le equazioni di collinearitá.

Nel secondo capitolo si affrontano i problemi attuali relativi della calibrazione.

Nel terzo capitolo si descrive in modo dettagliato il modello bundle adjustment.

Nel quarto capitolo si descrive la direct linear transformation (DLT), con la quale

si é inizializzato il modello bundle adjustment.

Nel quinto capitolo si presenta l’algoritmo che permette la ricostruzione tridimen-

sionale.

Nel sesto capitolo vengono presentati alcuni risultati ottenuti su alcune prove di

laboratorio.

Nel settimo capitolo viene illustrata l’interfaccia utlizzata per la calibrazione e la
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ricostruzione.

Nell’Appendice A si elencano le derivate parziali per il modello del bundle adjust-

ment.

Nell’Appendice B si affrontano alcune problematiche numeriche che sono sorte

durante la realizzazione dei vari programmi sviluppati.



Capitolo 1

La fotocamera digitale come
sistema di misura

1.1 Introduzione

In questi ultimi anni l’elaborazione delle immagini digitali ha acquistato sempre

maggiore importanza, soprattutto per la varietá di applicazioni possibili.

Le immagini digitali, come sappiamo, sono rappresentate come matrici di numeri.

Prima di tutto occorrerá quindi definire il processo di formazione di un’immagi-

ne, per poi esaminare le caratteristiche fisiche fondamentali che stanno alla base del

funzionamento delle fotocamere digitali. In particolare parleremo di:

• lenti;

• obiettivo;

• profondità di campo e diaframma;

• fuoco immagine.

1.2 Processo di formazione di un’immagine

Come per molti sistemi visivi, il processo di formazione dell’immagine inizia con
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dei raggi di luce che entrano nella fotocamera attraverso un’apertura (detta pupilla).

Successivamente i raggi luminosi colpiscono il piano immagine ed é il dispositivo

fotosensibile della fotocamera che registra l’intensitá della luce.

Da notare che molti di questi raggi sono il risultato della riflessione dei raggi emessi

dalle sorgenti luminose colpendo superfici di oggetti; se una superficie non riflettesse

la luce neppure in minima parte non sarebbe visibile (buco nero).

1.2.1 Camera con foro stenopeico

Una fotocamera o telecamera reale é costituita da un apparato che cattura la luce

presente all’interno di una scena tridimensionale che, attraverso processi ottici, viene

proiettata su un piano bidimensionale, detto piano immagine.

Esistono diversi modelli di fotocamera, ma il piú semplice é il cosiddetto pinhole

camera model.

Figura 1.1: Modello pinhole camera

Come possiamo vedere nella figura (1.1) il modello pinhole é costituito da due

piani denominati piano focale e piano immagine.

Sul piano focale viene praticato un foro di piccole dimensioni denominato foro
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stenopeico C che permette l’ingresso della luce emessa o riflessa della scena tridimen-

sionale che si desidera riprendere.

Al fine di evitare che l’immagine proiettata sul piano immagine risulti sfocata,

il foro deve essere di dimensioni tali in modo da far passare un solo raggio di luce

per ogni direzione. Ne consegue che l’energia incidente su ciascun punto del piano

immagine é estremamente limitata e quindi il tempo richiesto per formare l’immagine

é elevatissimo.

Si definisce centro ottico il punto C mentre si definisce asse ottico la retta passante

per C e perpendicolare al piano immagine. Il punto in cui l’asse ottico interseca il

piano immagine viene detto punto principale.

Il modello della pinhole camera é ispirato alla camera oscura (figura 1.2).

Figura 1.2: Camera oscura di Alphonse Giroux, anno 1847

La luce che entrava attraverso il foro stenopeico formava su uno schermo interno

un’immagine capovolta della scena esterna illuminata dalla luce solare.



1.2 Processo di formazione di un’immagine 7

1.2.2 Lenti

La lente é senza dubbio il dispositivo ottico piú usato, anche considerando che molte

persone vedono il mondo attraverso un paio di lenti.

Giá nell’antichitá venivano usate lenti artificiali note come lenti ustorie che servi-

vano per accendere il fuoco molto tempo prima dell’avvento dei fiammiferi; ne accenna

Aristofane in Le Nuvole. Dal nostro punto di vista, una lente é un dispositivo rifran-

gente (o una discontinuitá nei mezzi trasmittenti) che cambia la configurazione di

una distribuzione di energia incidente. Questo discorso vale indipendemente dal ti-

po di onde dalle quali si propaga l’energia: ultravioletto, onde luminose, infrarosso,

microonde, radioonde o persino onde sonore.

La superficie di una lente é determinata dal modo in cui essa deve modificare la

forma del fronte d’onda. Ad esempio le sorgenti puntiformi, quali le lampadine di una

torcia elettrica o di proiettore, producono fasci di onde sferiche divergenti, che devono

essere convertiti in un fascio di onde piane, per impedire al fascio di sparpagliarsi e

di indebolirsi mentre si propaga.

Nel nostro caso é necessario raccogliere raggi paralleli incidenti e farli convergere

in un punto, concentrando cośı l’energia, come ad esempio nel caso delle lenti ustorie

(o nelle lenti di un cannocchiale).

In pratica, quindi, all’interno di una fotocamera reale vengono usate delle lenti

ottiche in grado di far convergere in un solo punto fasci di raggi paralleli di luce.

La lente consente quindi di risolvere il problema della camera con foro stenopeico.

1.2.3 Obiettivo

L’obiettivo é un sistema ottico centrato formato da una o piú lenti in successione.

Le proprietá di una lente o di un obiettivo vengono considerati alla stessa stregua e

possono riferirsi ad uno schema ottico ideale, rappresentato in figura (1.3). Tratteremo

quindi le proprietá di una lente.
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Figura 1.3: Il sistema ottico

L’asse ottico é la retta che congiunge i centri di curvatura delle superfici limite

della lente. Negli obiettivi di uso piú comune, tutti i centri di curvatura delle lenti che

li compongono sono allineati sull’asse ottico. La caratteristica dell’asse ottico consiste

nel fatto che il raggio che attraversa le lenti secondo questo asse non viene deviato

ed interseca il piano immagine formando un angolo retto in un punto chiamato punto

focale f o punto principale.

Per ogni altra direzione, esiste una retta detta asse principale, la cui direzione non

viene alterata dal gruppo di lenti.

Per ogni lente viene definito un centro ottico del sistema. Il centro ottico ha due

importanti proprietá:

• ogni raggio luminoso che passa attraverso esso (raggio principale) non viene

deviato;

• i raggi diversi da quelli principali vengono rifratti e, per ogni direzione, fatti

convergere in un unico punto.
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Come risultato, per ogni punto oggetto (dello spazio tridimensionale) é individuato

un unico punto immagine.

1.2.4 Profonditá di campo e diaframma

Il discorso appena fatto lo si puó estendere ai piani dicendo che ad ogni piano oggetto

corrisponde un solo piano immagine e viceversa. Secondo questo discorso teorico si

dovrebbe dire che con la fotocamera si puó mettere a fuoco un solo piano alla volta

perché ad un solo piano immagine (la pellicola) corrisponde un solo piano oggetto. Se

questo fosse vero si potrebbero fotografare solo disegni, quadri, francobolli o comunque

solo oggetti perfettamente piani.

Sul piano pratico si deve ricordare che l’obiettivo fornisce sempre un’immagine

meno precisa dell’oggetto fotografato e che la precisione di tale immagine dipende

anche dalle dimensioni della grana della pellicola usata. Per questi motivi si ammette

sempre un certo grado d’imprecisione (o meglio di confusione) nell’immagine ottenuta

e questo permette di considerare a fuoco anche immagini un poco sfuocate perché il

rispettivo piano oggetto é o troppo vicino o troppo lontano.

La distanza fra i due piani oggetto (quello troppo vicino e quello troppo lontano) é

definita col nome di profonditá di campo e viene indicata fornendo la corretta distanza

di messa a fuoco dei due piani oggetto.

Il diaframma é, invece, un dispositivo montato davanti all’obiettivo che limita la

superficie della lente esposta alla luce.

1.2.5 Posizione del piano focale

Tutti i raggi che provegono da un singolo punto P , dovrebbero convergere dentro un

singolo punto del piano immagine, p, l’immagine di P . Se questo avviene diciamo che

l’immagine di P é a fuoco, altrimenti diciamo che l’immagine non é a fuoco (figura

1.4). Questo avviene quando il piano immagine si trova ad una distanza opportuna dal



1.2 Processo di formazione di un’immagine 10

centro di proiezione. Quando l’oggetto é sufficientemente lontano, i raggi luminosi

provenienti dai punti dell’oggetto si possono considerare paralleli. In questo caso

(detto di messa a fuoco all’infinito), il piano di messa a fuoco coincide con il piano

focale.

La distanza focale é la distanza fra il centro ottico ed il piano focale. Si con-

siderano, perció, una distanza focale anteriore ed una distanza focale posteriore in

riferimento a ciascuno dei due fuochi. Nel caso di lenti simmetriche, le due distanze

focali sono uguali.

Figura 1.4: Esempio di immagine a fuoco e non a fuoco

Se invece i raggi luminosi non si intersecano, l’immagine di un punto diventa una

circonferenza detta cerchio di confusione.
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Piú il piano di messa a fuoco si allontana dal piano immagine, piú il raggio del

cerchio di confusione aumenta fino a far diventare l’immagine gravemente sfuocata.

Diventa quindi fondamentale la regolazione della distanza del piano di messa a

fuoco. Questa distanza é comunemente chiamata distanza focale.

Ad ogni grado di apertura del diaframma corrispondono dei valori numerici di-

rettamente proporzionali alla focale dell’obiettivo ed inversamente proporzionali al

diametro del foro stesso.

Autofocus

Esistono principalmente due tipi di autofocus.

Le fotocamere digitali compatte usano un fascio di raggi infrarossi (IR) che esa-

minano la scena quando si preme il pulsante di scatto. I raggi infrarossi riflessi piú

vicini e piú forti sono rilevati da un sensore, che calcola la distanza del soggetto ed

imposta la fotocamera una frazione di secondo prima che l’immagine sia registrata.

Il secondo sistema é l’autofocus passivo. La proprietá basilare di questo sistema

é che il sensore autofocus esamina la scena e definisce in automatico se il fuoco deve

cadere davanti o dietro il piano focale. Quindi lo stesso analizza la situazione e

suggerisce all’obiettivo come muoversi per ottenere la messa a fuoco migliore.

I dispositivi autofocus sono sofisticati, ma non infallibili, soprattutto in particolari

situazioni:

• il sensore autofocus si imposta principalmente sul centro dell’immagine, per cui

un soggetto decentrato puó non essere messo correttamente a fuoco;

• se si scattano fotografie attraverso un vetro, i suoi riflessi possono confondere il

sensore ad infrarossi;

• oggetti molto brillanti nella zona di messa a fuoco, come riflessi metallici,

possono sovraccaricare il sensore e compromettere il risultato;
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• fotografare al di lá di oggetti vicini all’obiettivo, per esempio oltre un cespuglio

o tra i paletti di uno steccato, puó confondere il sistema autofocus;

• é piú facile mantenere a fuoco soggetti vicini in movimento impostando la di-

stanza manualmente e, di conseguenza, regolando la propria posizione avanti o

indietro;

• con soggetti che si muovono molto velocemente, é meglio impostare la messa

a fuoco ad una distanza predefinita ed aspettare che il soggetto raggiunga il

punto giusto per scattare.

Per evitare di avere fotografie non a fuoco sará dunque buona norma togliere

l’autofocus ed impostare il tutto in modo manuale.

1.2.6 Piano comparatore

L’immagine della scena ripresa che si forma sul piano immagine risulta invertita. Per

ovviare a questo inconveniente é necessario introdurre il concetto di piano comparatore

(figura 1.5) che rappresenta un piano posto tra l’osservatore e l’oggetto posto ad una

distanza dal centro ottico pari alla distanza del piano immagine.

1.2.7 La tecnologia delle fotocamere

Le fotocamere digitali ed a pellicola funzionano con il medesimo principio: entram-

be registrano la scena sfruttando l’energia luminosa per attuare un mutamento nel

materiale fotosensibile.

Tale mutamento é quindi amplificato (od intensificato) con un mezzo, in un caso

chimico e nell’altro elettronico, per rendere visibile l’immagine. La differenza princi-

pale che distingue le due fotocamere é che in una fotocamera digitale la luce é raccolta

da un sensore elettronico, mentre in una fotocamera tradizionale la luce é raccolta da

uno spezzone di pellicola.
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Figura 1.5: Il piano comparatore

In pratica, in un apparecchio digitale tutte le principali fasi di registrazione del-

l’immagine, acquisizione, elaborazione ed archivizione hanno luogo all’interno; in un

apparecchio a pellicola l’elaborazione e l’archiviazione avvengono all’esterno.

1.2.8 La fotocamera come sistema di misura

I parametri che caratterizzano una fotocamera internamente sono quindi il punto

principale p0(x0, y0) (l’intersezione dell’asse ottico con il piano immagine) ed f .

1.3 Le distorsioni

Imperfezioni nella costruzione delle singole lenti e nel montaggio degli obiettivi pro-

ducono distorsioni nelle immagini.

Le principali distorsioni sono:

• distorsione radiale;

• distorsione tangenziale.
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Figura 1.6: Una fotocamera a pellicola

La distorsione radiale causa una traslazione delle coordinate rispetto al centro

ottico mentre la distorsione tangenziale trasla in modo perpendicolare a quella radiale.

Nelle figura (1.8) é possibile vedere in modo grafico l’effetto della distorsione

radiale. Nella prima figura a sinistra (a) abbiamo l’immagine corretta, mentre:

• in b) l’immagine risulta avere una distorsione a cuscinetto;

• in c) l’immagine risulta avere una distorsione a barilotto.

É dunque necessario riferirsi ad un modello matematico per correggere tali distor-

sioni.

1.3.1 Modello matematico di distorsione

Come abbiamo visto, le distorsioni sono molto importanti da considerare, in quanto

possono infuire in maniera notevole sui dati per il processo di calibrazione.

Il modello matematico per correggere le distorsioni che usiamo nel corso di questa

tesi é il seguente:
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Figura 1.7: Una fotocamera digitale

∆ x = x̄r2K1 + x̄r4K2 + x̄r6K3 + (r2 + 2x̄2)P1 + 2x̄ȳP2

∆ y = ȳr2K1 + ȳr4K2 + ȳr6K3 + 2x̄ȳP1 + (r2 + 2ȳ2)P2

(1.3.1)

Questo tipo di modello viene chiamato modello fisico, in quanto tutti i suoi

componenti possono direttamente essere attribuiti a sorgenti di errori fisici.

I parametri individuali rappresentano:

x̄ = x− x0

ȳ = y − y0

r2 = x̄2 + ȳ2

con

K1, K2, K3 = parametri di distorsione radiale delle lenti

P1, P2 = parametri di distorsione tangenziale delle lenti
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Figura 1.8: Effetti di distorsione radiale

Le equazioni (1.5.15) hanno avuto molto successo nei sistemi con fotocamere digi-

tali in quando risultano molto affidabili. Tengono infatti conto in modo robusto delle

distorsioni introdotte dagli obiettivi.

Distorsione radiale delle lenti

La distorsione radiale delle lenti é normalmente rappresentata da una serie di polinomi

che di solito vengono rappresentati nel seguente modo:

∆ xRLD = K1(r
2 − 1)x + K2(r

4 − 1)x + K3(r
6 − 1)x

∆ yRLD = K1(r
2 − 1)y + K2(r

4 − 1)y + K3(r
6 − 1)y

(1.3.2)

dove

r =

√
(x− xp)

2 + (y − yp)
2

Il termine K1 da solo sará usato di solito come suffisso nelle applicazioni con un

medio grado di accuratezza.

L’inclusione, invece, dei termini K2 e K3 dovrebbe essere richiesto in quelle appli-

cazioni che richiedono un elevato grado di accuratezza. In questo caso la decisione di



1.4 Descrizione della fotocamera rispetto al mondo 17

includere uno, due o tre termini di distorsione radiale puó essere basata su vari test

statici di significato.

Distorsione tangenziale delle lenti

La distorsione tangenziale delle lenti, invece, é causata dal cattivo allineamento della

componentistica della lente. Questi errori possono essere modellati con equazioni di

correzione (Brown, 1966) nel seguente modo:

∆ xDLD = P1(r
2 + 2x2) + 2P2xy

∆ yDLD = P2(r
2 + 2y2) + 2P1xy

(1.3.3)

dove P1 e P2 rappresentano la distorsione decentrica delle lenti.

1.4 Descrizione della fotocamera rispetto al mon-

do

1.4.1 I sistemi di riferimento

Allo scopo consideriamo tre sistemi di riferimento usati:

• Sistema MONDO : é il sistema di riferimento relativo alla scena che esprime le

coordinate mondo dei punti Pm = [X, Y, Z]T nello spazio;

• Sistema CAMERA: é il sistema di riferimento relativo alla fotocamera dove l’as-

se Xc rappresenta l’asse orizzontale del piano immagine mentre Yc rappresenta

quello verticale. L’asse Zc coincide con l’asse ottico della fotocamera. Gli assi

Xc, Yc e Zc formano un sistema di riferimento destroso e sono disposti in modo

che la fotocamera sia orientata verso coordinate negative dell’asse Zc. Il centro

ottico C, situato sull’asse ottico, rappresenta l’origine del sistema di riferimento.

Definiamo le coordinate di un punto tridimensionale rispetto al sistema camera

con Pc = [X, Y, Z]T ;
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• Sistema IMMAGINE : é il sistema di riferimento che puó essere relativo sia

al piano immagine che al piano comparatore dato che questi sono simmetrici.

Scegliamo di prendere come piano di riferimento il piano comparatore in modo

da evitare che l’immagine proiettata risulti capovolta. L’origine del sistema

viene posta nell’angolo in alto a sinistra relativo al piano comparatore.

Figura 1.9: Sistema camera, sistema immagine, sistema mondo

1.4.2 Il modello geometrico della proiezione

Le coordinate p = [x, y]T sono date in pixel mentre lo stesso punto nel sistema camera

é espresso mediante le coordinate tridimensionali p = [x, y,−f ]T dove f é la distanza

focale.

Indichiamo ora la relazione che sussiste tra un punto nel sistema mondo e la sua

proiezione sul sistema immagine.

Osservando la figura (1.10) possiamo vedere che i triangoli PCA e pCa sono simili.

Questo ci permette di definire la relazione:
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Figura 1.10: Similitudine fra triangoli

z : Zc = u : Xc (1.4.1)

In modo analogo possiamo definire:

z : Zc = v : Yc (1.4.2)

Ponendo z = −f otteniamo:

u = z
Xc

Zc

= −f
Xc

Zc

(1.4.3)

v = z
Yc

Zc

= −f
Yc

Zc

(1.4.4)

Essendo presente Zc al denominatore le equazioni risultano non lineari, dunque

non vengono preservate né le distanze tra i punti né gli angoli tra le rette. Tuttavia

queste equazioni mantengono la natura delle rette, ovvero la proiezione di una retta

nello spazio costituisce sempre una retta.
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1.4.3 Rotazione

In realtá é possibile che la telecamera non sia allineata col sistema di riferimento mon-

do, e quindi é necessario passare da un punto P , con coordinate P = [X, Y, Z]T riferito

al sistema mondo, al punto Pc con coordinate Pc = [Xc, Yc, Zc]
T espresso nel sistema

di riferimento relativo alla fotocamera, applicando un’operazione di rototraslazione.

Le equazioni di trasformazione necessarie per questo scopo possono essere espresse

in termini di 6 parametri indipendenti:

• tre angoli di rotazione (ω, φ, κ);

• tre fattori di traslazione (tx, ty, tz).

Occorre quindi prima applicare una rotazione R al punto P e successivamente una

traslazione t.

Pc = RP + t (1.4.5)

La matrice di rotazione é data da:

R =




r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33


 (1.4.6)

In particolare

R =




cosφ cosκ sinω sinφ cosκ + cosω sinκ −cosω sinφ cosκ + sinω sinκ

−cosφ sinκ −sinω sinφ sinκ + cosω cosκ cosω sinφ sinκ + sinω cosκ

sinφ −sinω cosφ cosω cosφ




Gli elementi individuali della matrice di rotazione sono detti coseni direttori, i

quali relazioni i due assi del sistema.
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Il vettore traslazione vale invece:

t =




tx

ty

tz


 (1.4.7)

Figura 1.11: Vari cambiamenti dei sistemi di riferimento

1.4.4 Modello di proiezione completo

Nel modello fisico di acquisizione, una volta passati dal sistema di riferimento mondo

al sistema camera, si procede a trasformare le coordinate nel sistema immagine (x,y).

Consideriamo come origine l’angolo in alto a sinistra e come punto principale il

punto con coordinate (xc, yc).

Le coordinate del sistema sono espresse in pixel dove dx rappresenta la dimensione

orizzontale e dy la dimensione verticale del singolo pixel.
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x =
u + xc

dx
(1.4.8)

y =
u + yc

dy
(1.4.9)

1.5 La condizione di collinearitá

Un primo problema da risolvere sará quello di trovare la posizione degli oggetti

nello spazio reale.

Il modello matematico prospettico considerato in queto lavoro é basato sulla

condizione di collinearitá (figura 1.12).

Figura 1.12: La condizione di collinearitá

Le equazioni di collinearitá descrivono il fatto che il punto dell’oggetto, il corri-

spondente punto immagine ed il centro prospettico giacciono su di una linea retta.

Queste sono quasi sicuramente le equazioni piú usate nella fotogrammetria.
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Nella figura successiva (1.13), invece, si puó vedere che la stazione di esposizione

L di una foto aerea ha coordinate XL, YL e ZL rispetto al sistema di coordinate

dell’oggetto XY Z.

L’immagine a di un punto oggetto A, mostrato in un piano immagine ruotato,

ha coordinate spaziali x′a, y′a e z′a dove l’immagine ruotata del sistema di coordinate

x′y′z′ é parallelo allo spazio oggetto del sistema di coordinate XAYAZA.

Figura 1.13: Sistema di coordinate immagine ruotato in modo da essere parallelo al
sistema di coordinate dello spazio oggetto

In questo modo la condizione di collinearitá assume una geometria dell’immagine

ideale ed é espressa come:




x′ − x′a
y′ − y′a
0 − f


 = λM




XA − XL

YA − YL

ZA − ZL


 (1.5.1)
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in particolare:




x′ − x′a
y′ − y′a
0 − f


 = λ




r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33







XA − XL

YA − YL

ZA − ZL


 (1.5.2)

dove:

x′ y′ = coordinate immagine misurate del punto A

x′a y′a = coordinate del punto principale a

f = focale della macchina fotografica

XA YA ZA = coordinate dello spazio oggetto del punto oggetto A

XL YL ZL = coordinate dello spazio oggetto del centro prospettico L

λ = fattore di scala tra i vettori immagine ed oggetto

M = matrice di rotazione ortogonale 3X3

rij = componenti della matrice ortogonale di rotazione

Le equazioni di collinearitá sono sviluppate prendendo come riferimento i triangoli

simili della figura (1.13) come segue:

x′ − x′a
XA − XL

=
y′ − y′a
YA − YL

=
−z′a

ZA − ZL

riducendo si trova

x′ − x′a =

(
XA − XL

ZA − ZL

)
z′a

y′ − y′a =

(
YA − YL

ZA − ZL

)
z′a

(1.5.3)

Per l’identitá
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z′a =

(
ZA − ZL

ZA − ZL

)
z′a (1.5.4)

Sostituendo le equazioni (1.5.3) e (1.5.4) nelle equazioni (1.5.1) troviamo che

x′ − x′a = r11

(
XA − XL

ZA − ZL

)
+ r12

(
YA − YL

ZA − ZL

)
+ r13

(
ZA − ZL

ZA − ZL

)
(1.5.5)

y′ − y′a = r21

(
XA − XL

ZA − ZL

)
+ r22

(
YA − YL

ZA − ZL

)
+ r23

(
ZA − ZL

ZA − ZL

)
(1.5.6)

0 − f = r31

(
XA − XL

ZA − ZL

)
+ r32

(
YA − YL

ZA − ZL

)
+ r33

(
ZA − ZL

ZA − ZL

)
(1.5.7)

Fattorizzando il termine ( z′a
Za

- ZL) dalle equazioni (1.5.5) attraverso (1.5.7) e

dividendo per (1.5.5) e (1.5.6) con (1.5.7), sostituendo (−f) in za, le equazioni di

collinearitá, introdotte per la prima volta da Otto von Gruber nel 1930, risultano

essere

x′ − x′a = −f

[
r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
(1.5.8)

y′ − y′a = −f

[
r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
(1.5.9)

dove

x′ y′ = coordinate immagine misurate del punto A

x′a y′a = coordinate del punto principale a

f = lunghezza focale della macchina fotografica

XA YA ZA = coordinate dello spazio oggetto del punto oggetto A
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XL YL ZL = coordinate dello spazio oggetto del centro prospettico L

rij = componenti della matrice ortogonale di rotazione

La forma standard delle equazioni di collinearitá risulta essere

x′ − x′a = −f

[
U

W

]
(1.5.10)

y′ − y′a = −f

[
V

W

]
(1.5.11)

con

U = r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(ZA − ZL)

V = r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(ZA − ZL)

W = r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

(1.5.12)

1.5.1 Modello completo

Il modello collineare deve estendersi per venire incontro alla realtá fisica, introducendo

alcuni errori sistematici. Questi errori sono compensati con correzioni per le coordi-

nate immagine, che sono funzioni di un insieme di parametri addizionali (denominati

AP ).

I parametri addizionali che usiamo nel corso di questa tesi sono:

• parametri K1, K2 e K3 di distorsione radiale delle lenti ;

• parametri P1 e P2 di distorsione decentrica delle lenti ;

Queste distorsioni sono molto importanti da considerare, in quanto possono in-

fluire in maniera notevole sui dati per il processo di calibrazione.

Le equazioni di collinearitá in modo esteso hanno quindi la seguente forma:
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x′ − x′a + ∆ x = −f

[
U

W

]
(1.5.13)

y′ − y′a + ∆ y = −f

[
V

W

]
(1.5.14)

dove

∆ x = x̄r2K1 + x̄r4K2 + x̄r6K3 + (r2 + 2x̄2)P1 + 2x̄ȳP2

∆ y = ȳr2K1 + ȳr4K2 + ȳr6K3 + 2x̄ȳP1 + (r2 + 2ȳ2)P2

(1.5.15)



Capitolo 2

La calibrazione

2.1 Introduzione

La calibrazione costituisce un elemento fondamentale nell’ambito dei problemi di

visione tridimensionale computerizzata. Risolvere un problema di calibrazione si-

gnifica trovare le caratteristiche della fotocamera, anche conosciute come parametri

intrinseci, parametri estrinseci e parametri ottici

• i parametri intrinseci sono i parametri necessari a collegare le coordinate in pixel

dei punti di un’immagine con i punti corrispondenti nel sistema di riferimento

camera;

• i parametri estrinseci sono i parametri che definiscono la localizzazione e l’orien-

tamento della struttura di riferimento della fotocamera rispetto ad una struttura

di riferimento conosciuta nel sistema mondo;

• i parametri ottici sono i parametri che definiscono il campo di distorsione.

La conoscenza dei parametri intrinseci, estrinseci ed ottici della fotocamera é

necessaria per permettere una ricostruzione tridimensionale accurata della scena reale.

Ci sono molte tecniche di calibrazione sviluppate in questi ultimi anni che possiamo

usare per questo scopo.
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Ciascun tipo di queste tecniche puó essere classificata in due differenti categorie:

• Calibrazione con punti noti : questo tipo di calibrazione é effettuata osservando

un oggetto di cui la geometria nello spazio tridimensionale é conosciuta con una

precisione molto alta. L’oggetto della calibrazione di solito consiste in due o

tre piani ortogonali ad un altro piano. Questo tipo di approccio, comunque,

richiede un setup elaborato ma é un metodo di calibrazione efficiente;

• Auto calibrazione: questo metodo di calibrazione non usa un oggetto di calibra-

zione. Muovendo la macchina fotografica in una scena statica, la rigiditá stessa

della scena fornisce vincoli sui parametri interni ed esterni della fotocamera

usando informazioni prese dalle immagini. Tre immagini prese dalla stessa fo-

tocamera con parametri intrinseci fissi sono sufficienti per determinare tutti gli

altri parametri incogniti. Anche se l’approccio risulta molto flessibile, si tratta

di una tecnica che non permette di ottenere risultati sempre affidabili.

Nei successivi paragrafi si parlerá di alcune tecniche di calibrazione elaborate dalla

Prima guerra mondiale fino agli anni ’60, per poi illustrare le problematiche relative

alla calibrazione. Emerge l’importanza di calibrare una fotocamera in modo corretto

con tecniche robuste in grado di determinare i parametri intrinseci, estrinseci ed

ottici della stessa. Una tecnica adeguata per risolvere i problemi della calibrazione é

la tecnica del bundle adjustment. Vi sono, comunque, diverse tecniche di utilizzo di

tale modello.

2.2 Calibrazione e fotogrammetria: cenni storici

Giá negli anni precedenti alla Prima guerra mondiale si sono cercate tecniche

per calibrare correttamente le fotocamere che erano utilizzate per mappare le carte

topografiche a fini bellici. Le procedure utilizzate, comunque, erano piú qualitative
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che quantitative. I metodi usati, infatti, introducevano molti errori geometrici causati

dall’imprecisione delle fotocamere utilizzate.

Molti ritengono che il pioniere della calibrazione fu il canadese Deville, che nel

1910 si costrúı un piccolo laboratorio personale per calibrare i componenti ottici della

sua fotocamera.

La prima fotocamera montata sugli aerei fu calibrata in Canada nel 1920 ed, anche

se ancora imprecisa, da questa tecnica furono tratte alcune distanze principali fra vari

paesi e la localizzazione dei principali punti nodali. Per i 30 anni che seguirono, la

tecnica sviluppata fu essenzialmente la stessa, applicando delle rifiniture nel corso

degli anni. Questa tecnica prese il nome di calibrazione visuale.

Molte agenzie governative americane, visto il reale apporto dato da questa tec-

nica di calibrazione, cominciarono ad ordinare fotocamere giá calibrate dal National

Bureau of Standards ancora prima dello scoppio della Prima guerra mondiale.

La Seconda guerra mondiale portó ad un incremento dell’uso della fotografia aerea

per ricognizioni e mappature. Per tale motivo, verso la fine degli anni ’40, si svolse a

Parigi un meeting fra i paesi europei piú rappresentativi nelle tecniche di calibratura

delle fotocamere che portó alla standardizzazione della stessa. I risultati delle loro

delibere furono discusse a Washington nel 1951 dalla American Society of Photogram-

metry. I risultati del meeting provvidero a risolvere alcuni problemi riguardanti le

qualitá delle immagini e di come scattare foto all’aperto, dove la luce del sole incide

molto sulla qualitá della stessa. Vi erano comunque molti problemi legati ad effetti

tangenziali che furono menzionati solo dopo la Seconda guerra mondiale. Non c’erano

metodi per correggere queste distorsioni asimmetriche e tangenziali, equivalenti all’at-

tuale effetto prisma. Il problema si rilevó di difficile soluzione, tanto che fu accettata

una tolleranza su questo errore, pari a 15µ.

Vi erano comunque altri aspetti della calibrazione che, anche se importanti, rap-

presentavano un problema di difficile soluzione e vennero, per tal motivo, trascurati.
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Un’autoritá che favoŕı la calibrazione delle fotocamere da campo fu la US Naval

Photographic Interpretation Centre. Merrit nel 1951 discusse molte tecniche di cali-

brazione ma indicó una forte preferenza per i metodi che usavano goniometri o che

usavano l’esposizione delle stelle.

Il VII Congresso della Fotogrammetria nel 1952 adottó la risoluzione della Com-

missione I che suggeŕı che la calibrazione di fotocamere con procedure fotogrammo-

metriche era preferibile ai metodi visuali. I metodi visuali tramite goniometro furono

comunque molto applicati in Europa.

Nel mezzo degli anni ’50 si riprese a discutere sulle distorsioni radiali. Lewis

nel 1956 elaboró delle ipotesi sulla natura delle distorsioni radiali e di come la dif-

ferente magnetudine potesse influenzare il valore scelto per la lunghezza focale della

fotocamera.

Considerazioni importanti nei risultati di calibrazione per lo stesso tipo di mac-

chine fotografiche furono notate da Hothmer nel 1958. Egli asseŕı che gli effetti della

variazione della temperatura quando si calibrava in laboratorio o quando si calibrava

in areo erano elementi importanti da tenere in seria considerazione in quanto si poteva

ottenere una distorsione pari a ± 5µ.

Thompson nel 1957 discusse la teoria geometrica della macchina fotografica. Pro-

pose un metodo che, per l’apparecchiatura progettata a quei tempi, permetteva difetti

di costruzione ed errori d’osservazione nella calibrazione.

Hallert nel 1963 discusse il metodo dei minimi quadrati applicato alla calibrazione

di macchine fotografiche a collimazione multipla. Egli realizzó un nuovo metodo

di calibrazione e ripeté i suoi test con entrambe le pellicole e lastre di vetro. A

parte fornire alcuni significati statistici alle distorsioni radiali ed altri parametri della

calibrazione da lui computati, Hallert notó una significativa differenza nelle curve della

distorsione radiale trovate dalla pellicole e dalle lastre di vetro. Questo indicó che ci

sono sorgenti addizionali di questo errore nei negativi delle pellicole, probabilmente
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causati dalla planaritá difettosa nei supporti.

Nel 1950, gli studiosi impegnati nella fabbricazione e nella calibrazione di macchine

fotografiche aeree furono ovviamente interessati allo studio ed alla discussione delle

caratteristiche delle distorsioni delle lenti. Altri scienziati e fotogrammetristi furono

impegnati in questi lavori, ma i loro studi si rivelarono piú di natura confidenziale

che scientifica e non furono di pubblico dominio fino a quando Brown pubblicó una

serie di relazioni importanti negli anni ’60, riferite agli esperimenti segreti dell’US Air

Force Missile Test Base nel bel mezzo degli anni ’50.

La calibrazione di una fotocamera, fin dal passato, é stato un complesso problema

di studio.

2.3 Problemi attuali relativi alla calibrazione

Per poter risolvere in modo accurato il problema della calibrazione occorre utiliz-

zare il metodo del Bundle Adjustment, elaborato da Brown nel 1965.

Nel prossimi due paragrafi verrá trattato quindi il modello Bundle Adjustment e

di come questa tecnica é stata ulteriormente migliorata grazie alla tecnica dell’auto-

calibrazione.

2.3.1 Il modello Bundle Adjustment

Nel 1965, Brown presentó il risultato di alcuni suoi esperimenti al Convegno Annuale

della American Society of Photogrammetry, poi pubblicati col nome Decentric distor-

sion of lens nel 1966. In questa pubblicazione, Brown rivisitó il lavoro scientifico dei

precedenti 40 anni che in gran parte avevano identificato la distorsione tangenziale

come effetto ottenuto disponendo un prisma sottile davanti all’obiettivo.

Secondo Brown era essenziale avere un modello di obiettivo accurato nel limi-

te della misura del suo comparatore (approssimativamente 1 µm), a causa degli
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avanzamenti nella triangolazione fotogrammometrica analita.

Brown, grazie ad un suo precdente lavoro, fece vedere come la distorsione tangen-

ziale fosse principalmente attribuibile al decentramento.

Fin dal 1956 aveva pubblicato i rapporti tecnici sulla determinazione simultanea

dei parametri dell’obiettivo e dell’orientamento della fotocamera ed aveva sviluppato

il Bundle adjustment come modello per risolvere simultaneamente coordinate date,

localizzazione di fotocamere e parametri per gli obiettivi.

Per Brown la distorsione radiale ed il decentramento potevano essere modellate

efficacemente in quanto non ci sarebbero stati oscacoli nell’uso di buoni obiettivi della

lunghezza focale adatta, con varie aperture e campi angolari distinti.

Brown criticó in quegli anni anche la tecnica di calibrazione della US Coast and

Geodetic Survey, suscitando dichiarazione provocatorie.

Ci vollero comunque molti anni prima che le sue idee guadagnassero l’accettazione

completa nel mondo della cartografia, nelle agenzie di mappatura e nelle autoritá

governative, molti dei quali non avevano ancora la consapevolezza dell’importante

uso che rappresentavano i primi computer.

2.3.2 Il modello Bundle Adjustment con auto calibrazione

Lo sviluppo e l’uso del modello bundle adjustment di Brown dal 1965, insieme con

le fotografie terrestri (Ziemann e El-Hakim) ha significato che era teoricamente e

praticamente possibile determinare i parametri incogniti della fotocamera in maniera

simultanea avendo a disposizione un certo numero di punti di controllo di cui é nota

la posizione nello spazio tridimensionale.

Questa tecnica é diventata nota con il nome di Bundle Adjustment ed é un metodo

particolarmente robusto in grado di determinare tutti i parametri incogniti. Esso puó

essere utilizzato sia con punti di controllo noti come in questo lavoro, oppure con

punti non noti (auto calibrazione).
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Le pubblicazioni che parlano di questo metodo cominciano ad apparire nel 1972

(Kenefich, Gyer e Harp). Il congresso ISPRS nel 1976 fondó un gruppo di lavoro per

studiare questa tecnica e, nel 1980, E. Kilpela mostró come i vari membri del gruppo

di lavoro avessero sviluppato molte tecniche differenti per determinare i parametri di

calibrazione.

Sempre Brown nel 1972 aveva riconosciuto l’alta correlazione che esisteva fra de-

terminati parametri e la localizzazione e gli orientamenti delle fotocamere, mentre

Fraser nel 1982 aveva dimostrato che l’uso di troppi parametri addizionali (sovra-

parametrizzazione) poteva indebolire la soluzione del modello.

2.3.3 Altre tecniche di calibrazione

Nel corso degli anni,comunque, sono state studiate e sviluppate molte tecniche di

calibrazione. Alcune non sono piú state usate, altre sono state migliorate. Vengono

presentate due tecniche che erano usate prima dell’uso del Bundle Adjustment.

Il metodo Plumb-Line

However, nel 1971, sviluppó il metodo plumb-line apposta per la calibrazione di fo-

tocamere usando linee rette. In una proiezione prospettica, l’immagine di una linea

retta avrá come risultato una linea retta se non sono presenti distorsioni nelle lenti.

Le deviazioni nell’immagine da linee rette sono direttamente riferite alla presenza

di distorsioni radiali e di decentramento, cośı che Brown descrisse un modello ma-

tematico per determinare i parametri delle distorsioni causate dagli obiettivi basati

sulle immagini delle linee rette.

Brown, inoltre, con questo modello determinó le formule in grado di modellare

esattamente la distorsione radiale in una gamma di lunghezze focali differenti. Se

i parametri di distorsione radiale di due distanze separate (regolazione focale) sono



2.3 Problemi attuali relativi alla calibrazione 35

conosciute, i valori di tutte le regolazioni tra queste due distanze dovrebbero essere

trovate in modo molto accurato.

I vantaggi di questa tecnica sono molteplici:

1. questo metodo é ragionevolmente semplice da programmare su di un computer

ed é soprattutto un metodo pratico che non richiede un laboratorio elaborato e

strumenti costosi;

2. é molto semplice raccogliere un grosso numero di punti e quindi verificare subito

la soluzione esatta per i parametri.

Principalmente per questi due motivi, l’uso della tecnica plumb-line é stata usata

nelle fotocamere elettroniche e nelle misurazioni automatiche dei sistemi fino al 1986,

quando cioé Fryer e lo stesso Brown modificarono il modello aggiungendo alcune

semplici modifiche soprattutto per quanto riguardava le distorsioni decentrate.

Il modello plumb-line, comunque, presentava giá alcuni problemi. In particolare

mostrava difficoltá con le cosiddette lenti ad occhio di pesce, dove la distorsione é

molto ampia. Per una determinazione degli spostamenti del punto principale, che

sono stati indicati da vari ricercatori essere direttamente correlati con i parametri

della distorsione decentrica, sono necessarie tecniche di laboratorio oppure l’uso del

modello bundle adjustment con auto calibrazione.

Calibrazione on-the-job

Lo sviluppo della tecnica bundle adjustment ha fatto si che nuove tecniche per la

calibrazione delle fotocamere si affermarono. Una di questa é la calibrazione on-the-

job.

In questo approccio i punti di controllo sono messi intorno all’oggetto. É un ap-

proccio facilmente implementabile in laboratorio e dá risultati molto accurati. Questo

metodo é anche usato dalle autoritá governative per calibrazioni aeree.
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Brown nel 1989 ha discusso i criteri che bisogna seguire per ottenere una calibra-

zione esatta:

1. dovrebbe essere usata solamente una fotocamera per fare almeno tre foto del-

l’oggetto;

2. sia la geometria interna della macchina fotografica sia i punti misurati sull’og-

getto dovrebbero rimanere stabili durante il processo di misurazione;

3. il metodo usato dovrebbe essere in grado di avere un elevato grado di conver-

genza in pochi passi (step);

4. almeno una delle immagini dovrebbe avere un angolo roll significativamente

diverso dagli altri;

5. dovrebbe essere usato un numero relativamente grande di punti di controllo

bene distribuiti.



Capitolo 3

Il modello bundle adjustment

3.1 Introduzione al modello Bundle Adjustment

Il bundle adjstment é dunque un metodo di calibrazione che consente di stimare i pa-

rametri intrinseci ed estrinseci della fotocamera minimizzando iterativamente l’errore

di retroproiezione dei punti di controllo.

Possiamo usare due termini per definire la robustezza del modello: ottimale ed

insieme. Il primo termine, ottimale, stá ad indicare che la valutazione dei para-

metri incogniti é trovata minimizzando alcune funzioni che quantificano l’errore del

modello. Il termine insieme, invece, significa che la soluzione é simultaneamente otti-

male riguardo anche agli eventuali cambiamenti del modello della fotocamera o della

struttura usata.

Il nome bundle adjustment si riferisce ai bundles - letteralmente fasci - raggi lu-

minosi che convergono al centro della fotocamera, la quale é ottimamente adjusted

- registrata - perché il modello geometrico della fotocamera e la sua posizione tridi-

mensionale sono tali per cui i bundle passano per il centro del sistema ottico della

fotocamera.

Quasi tutto quanto abbiamo detto fino ad ora e che diremo succesivamente puó
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essere applicato a molti problemi simili di valutazione nella visione, nella fotogramme-

tria, nella metrologia industriale e nella geologia. Una volta che la teoria ed i metodi

di base sono capiti, sono facili da adattarsi ad un’ampia varietá di problemi, adatta-

mento che é soprattutto un aspetto di scelta dello schema numerico di ottimizzazione

che sfrutta la struttura del problema.

Classicamente, il bundle adjustment é formulato come un problema di minimi

quadrati non lineari. Il costo computazionale del modello cresce quadraticamen-

te con il numero di punti tridimensionali considerati per il calcolo degli errori di

retroproiezione.

Il bundle adjustment ha tre caratteristiche a proprio favore:

1. flessibilitá: il bundle adjustment funziona anche nel caso in cui alcune caratte-

ristiche tridimensionali o bidimensionali non sono note;

2. accuratezza: il bundle adjustment dá risultati precisi e facilmente interpretabili

perché usa accurati modelli sugli errori statistici;

3. efficienza: gli algoritmi bundle, se comparati con altri metodi, sono efficienti

anche su problemi molto complessi.

3.2 Linearizzazione delle equazioni di collinearitá

Il modello bundle adjustment si basa sulle equazioni di collinearitá definite nel

primo capitolo.

Nei nostri studi, abbiamo supposto che sia le coordinate tridimensionali XA, YA

e ZA sia le coordinate immagine x ed y di ciascun punto siano note. Quindi le

equazioni di collinearitá risultano avere nove fattori incogniti, oltre agli eventuali

parametri addizionali (AP) di distorsione radiale e tangenziale.

In particolare abbiamo come incognite da stimare:
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1. le tre coordinate dello spazio oggetto del centro prospettico XL, YL e ZL;

2. i tre angoli di rotazione ω, φ, κ inerenti alla matrice di rotazione R;

3. le due coordinate del punto principale x′a ed y′a;

4. la focale della macchina fotografica f ;

5. i parametri di distorsione radiale e tangenziale K1, K2, K3, P1 e P2.

Ricordiamo che le due equazioni di collineritá

x′ − x′a = −f

[
r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
+ ∆ x

y′ − y′a = −f

[
r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
+ ∆ y

possono anche essere scritte in forma standard come:

x′ − x′a = −f

[
U

W

]
+ ∆ x (3.2.1)

y′ − y′a = −f

[
V

W

]
+ ∆ y (3.2.2)

con

∆ x = distorsione radiale e tangenziale su x

∆ y = distorsione radiale e tangenziale su y

U = r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(ZA − ZL)

V = r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(ZA − ZL)

W = r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

(3.2.3)
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Le equazioni di collinearitá, comunque, hanno il problema di essere non lineari.

Ad ogni modo, esse possono essere linearizzate usando il teorema di Taylor ; in questo

modo é possibile ottenere una descrizione locale di (3.2.1) e (3.2.2).

Linearizzando le equazioni di collinearitá, possiamo riscrivere le equazioni (3.2.1)

e (3.2.2) nel seguente modo:

F = x′W − x′aW + fU − ∆ x = 0 (3.2.4)

G = y′W − y′aW + fV − ∆ y = 0 (3.2.5)

In forma linearizzata troviamo

AV + B∆ + F = 0

AV + B∆ + G = 0

La matrice di disegno A é trovata prendendo le derivate parziali delle equazioni di

proiezione ripettando i parametri, mentre ∆ rappresenta l’incremento delle variabili

indipendenti. Sviluppando le derivate parziali troviamo che

(
∂ F

∂ x′

)

0

dx′ +

(
∂ F

∂ x′a

)

0

dx′a +

(
∂ F

∂ y′a

)

0

dy′a +

(
∂ F

∂ f

)

0

df +

+

(
∂ F

∂ XL

)

0

dXL +

(
∂ F

∂ YL

)

0

dYL +

(
∂ F

∂ ZL

)

0

dZL +

(
∂ F

∂ ω

)

0

dω +

+

(
∂ F

∂ φ

)

0

dφ +

(
∂ F

∂ κ

)

0

dκ +

(
∂ F

∂ K1

)

0

dK1 +

(
∂ F

∂ K2

)

0

dK2 +

+

(
∂ F

∂ K3

)

0

dK3 +

(
∂ F

∂ P1

)

0

dP1 +

(
∂ F

∂ P2

)

0

dP2 + (F )0 = 0

(3.2.6)
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(
∂ G

∂ y′

)

0

dy′ +

(
∂ G

∂ x′a

)

0

dx′a +

(
∂ G

∂ y′a

)

0

dy′a +

(
∂ G

∂ f

)

0

df +

+

(
∂ G

∂ XL

)

0

dXL +

(
∂ G

∂ YL

)

0

dYL +

(
∂ G

∂ ZL

)

0

dZL +

(
∂ G

∂ ω

)

0

dω +

+

(
∂ G

∂ φ

)

0

dφ +

(
∂ G

∂ κ

)

0

dκ +

(
∂ G

∂ K1

)

0

dK1 +

(
∂ G

∂ K2

)

0

dK2 +

+

(
∂ G

∂ K3

)

0

dK3 +

(
∂ G

∂ P1

)

0

dP1 +

(
∂ G

∂ P2

)

0

dP2 + (G)0 = 0

(3.2.7)

Nelle equazioni (3.2.6), (3.2.7), (F )0 e (G)0 sono le funzioni F e G nelle equazioni

(3.2.4) e (3.2.5) valutate come approssimazioni iniziali dei fattori incogniti; i termini
(

∂ F
∂ ω

)
0
,
(

∂ F
∂ φ

)
0
,
(

∂ F
∂ κ

)
0
, etc sono le derivate parziali delle funzioni F e G. I valori dω,

dφ, dκ, etc sono le correzioni incognite che devono essere applicate alle approssima-

zioni iniziali. I dω, dφ e dκ sono valori espressi in radianti. Poiché dx′ e dy′ sono

correzioni delle coordinate x′ ed y′ misurate con la fotocamera, esse dovrebbero esse-

re interpretate come errori residui nelle misurazioni. Questi due termini dovrebbero

quindi essere sostituiti con vx′ e vy′ , simboli usati per definire gli errori residui.

Sostituendo quindi dx′ e dy′ con vx′ e vy′ , possiamo quindi ottenere le seguenti

due formule linearizzate delle equazioni di collinearitá:

vxa = a11dx′a + a12dy′a + a13df + a14dXL + a15dYL + a16dZL a17dω + a18dφ +

+ a19dκ + a110dK1 + a111dK2 + a112dK3 + a113dP1 + a114dP2 + J

(3.2.8)

vya = a21dx′a + a22dy′a + a23df + a24dXL + a25dYL + a26dZL a27dω + a28dφ +

+ a29dκ + a210dK1 + a211dK2 + a212dK3 + a213dP1 + a214dP2 + K

(3.2.9)

Nelle equazioni (3.2.8) e (3.2.9), J e K sono uguali a (F )0/q e (G)0/q, mentre i

termini aij indicano la posizione di ciscuna derivata parziale all’interno della matrice

di disegno A.
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Quindi possiamo scrivere le due equazioni di collinearitá linearizzate (3.2.8) (3.2.9)

di cui sopra per ogni punto di cui conosciamo sia le coordinate tridimensionali che le

coordinate del punto oggetto. La matrice di disegno A sará dunque:

A =

2
6666666666666664

dx
′1
ax dy

′1
ax df1

x dX1
Lx dY 1

Lx dZ1
Lx dω1

x dφ1
x dκ1

x dK1
1x dK1

2x dK1
3x dP 1

1x dP 1
2x

dx
′1
ay dy

′1
ay df1

y dX1
Ly dY 1

Ly dZ1
Ly dω1

y dφ1
y dκ1

y dK1
1y dK1

2y dK1
3y dP 1

1y dP 1
2y

dx
′2
ax dy

′2
ax df2

x dX2
Lx dY 2

Lx dZ2
Lx dω2

x dφ2
x dκ2

x dK2
1x dK2

2x dK2
3x dP 2

1x dP 2
2x

dx
′2
ay dy

′2
ay df2

y dX2
Ly dY 2

Ly dZ2
Ly dω2

y dφ2
y dκ2

y dK2
1y dK2

2y dK2
3y dP 2

1y dP 2
2y

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..
.
..

dx
′n
ax dy

′n
ax dfn

x dXn
Lx dY n

Lx dZn
Lx dωn

x dφn
x dκn

x dKn
1x dKn

2x dKn
3x dP n

1x dP n
2x

dx
′n
ay dy

′n
ay dfn

y dXn
Ly dY n

Ly dZn
Ly dωn

y dφn
y dκn

y dKn
1y dKn

2y dKn
3y dP n

1y dP n
2y

3
7777777777777775

(3.2.10)

mentre i vettori x ed l saranno:

x =




x′a
y′a
f

XL

YL

ZL

ω
φ
κ




l =




J1
x

K1
y

J2
x

K2
y
...

Jn
x

Kn
y




(3.2.11)

3.3 Linearizzazione con stima iterativa

Il sistema risultante dalla linearizzazione delle equazioni di collinearitá (3.2.8)

(3.2.9) puó essere formulato con il modello di Gauss-Markov come segue:

e = Ax − l (3.3.1)

dove

• e é l’errore reale;
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• A é la matrice di disegno prima definita, contenente le derivate parziali delle

equazioni (3.2.8) e (3.2.9), valutata con le relative approssimazioni;

• x é il vettore delle incognite;

• l é il vettore assoluto delle osservazioni.

Il sistema (3.3.1) puó essere risolto con il metodo dei minimi quadrati.

3.3.1 Metodo dei minimi quadrati

In molti sistemi che usano equazioni é comodo utilizzare procedure sistematiche

per formulare equazioni in forma normale. Consideriamo il seguente sistema di m

equazioni lineari di uguale peso contenenti n incognite:

a1A + b1B + c1C + . . . + n1N − l1 = v1

a2A + b2B + c2C + . . . + n2N − l2 = v2
...

...
...

. . .
...

...
...

amA + bmB + cmC + . . . + nmN − lm = vm





(3.3.2)

Nelle equazioni (3.3.2) le variabili a, b, c sono i coefficienti noti delle incognite A,

B, C; i valori L sono noti; le v, infine, sono i resti. Facendo il quadrato dei resti

e sommandoli fra loro, viene creata la funzione
∑

v2, che é una misura dell’errore

commesso una volta assegnato il valore alle incognite A . . . N .

Le equazioni (3.3.2) devono essere rappresentate come una matrice nel seguente

modo:

Ax = l (3.3.3)

dove



3.3 Linearizzazione con stima iterativa 44

A =




a1 b1 c1 · · · n1

a2 b2 c2 · · · n2
...

...
...

. . .
...

am bm cm · · · nm


 x =




A
B
C
...
N




l =




l1
l2
l3
...

lm




Applicando il metodo di Gauss-Markov possiamo quindi trovare il vettore delle

incognite x. Prima di tutto moltiplichiamo AT a destra e a sinistra dell’espressione

(3.3.3) nel seguente modo

AT Ax̂ = AT l (3.3.4)

In questa equazione, (AT A) é la matrice dei coefficienti dell’equazione in forma

normale dei fattori incogniti. Moltiplicando ciascun fattore dell’ equazione precedente

con (AT A)
−1

e riducendo si ottiene:

(AT A)−1(AT A)x̂ = (AT A)−1AT l

Ix̂ = (AT A)−1AT l

x̂ = (AT A)−1AT l

(3.3.5)

In questa riduzione, I é la matrice identitá. La (3.3.5) é l’equazione matriciale

dei quadrati base per osservazioni egualmente pesate. Il vettore x̂ contiene i valori

incogniti delle equazioni di collinearitá.

Per un sistema di equazioni pesate, all’equazione (3.3.5) si deve aggiungere un

funzione matriciale peso P nel seguente modo
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x̂ = (AT PA)−1AT Pl (3.3.6)

dove P é una matrice diagonale rappresentata nel seguente modo:

P =




p1 0 0 0 0 0
0 p2 0 0 0 0
0 0 p3 0 0 0

0 0 0
. . . 0 0

0 0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 0 pm




In questa matrice, tutti gli elementi fuori la diagonale principale sono zeri.

Quest’ultimo modello é adatto quando le osservazioni individuali sono indipen-

denti e non correlate.

Ricalcolando la matrice di disegno A ad ogni passo con i nuovi valori di x e

procedendo iterativamente fino a convergenza, si trova una nuova stima robusta dei

valori di x.

3.4 Controllo sulla soluzione

3.4.1 Analisi di stabilitá del problema numerico

In questa sezione intendiamo studiare la stabilitá della soluzione del sistema lineare

Ax = l rispetto alle perturbazioni sui dati A e l. A tale scopo introduciamo il nuovo

sistema reale da risolvere

(A + δ A)(x + δ x) = l + δ l (3.4.1)

che chiameremo sistema perturbato in quanto tutti i dati della matrice A sono
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stati arrotondati (per via dell’aritmetica finita della macchina). Naturalmente δ A é

una matrice e δ l é un vettore contenente i coefficienti di perturbazione.

Il problema é quello di stabilire come dipende δ x da δ A e δ l. In questa analisi

non si tiene conto degli errori di arrotondamento introdotti dal processo di calcolo

della soluzione x + δ x.

Sia ‖ v ‖ una norma di vettore e ‖ A ‖ la norma matriciale introdotta. Per ogni

A invertibile definiamo

K(A) = ‖ A ‖ ‖ A−1 ‖ (3.4.2)

il suo numero di condizionamento. Indicando I come la matrice identitá notiamo

che:

I = ‖ I ‖= ‖ A A−1 ‖≤‖ A ‖ ‖ A−1 ‖= K(A) ∀A (3.4.3)

3.4.2 Numero di condizionamento

In generale K(A) dipende dalla norma scelta: quando questa dipendenza vorrá essere

evidenziata useremo una notazione con un pedice, ad esempio K∞(A) = ‖ A ‖∞
‖ A−1 ‖∞. Piú in generale, Kp(A) denoterá il condizionamento in norma p di A.

Casi particolarmente interessanti sono quelli con p = 1, p = 2 e p = ∞.

Al crescere del numero di condizionamento aumenta la sensibilitá della soluzione

del sistema lineare Ax = l alle perturbazioni nei dati. Cominciamo con l’osservare

che K(A) ≥ 1 in quanto

1 = ‖ AA−1 ‖≤‖ A ‖ ‖ A−1 ‖= K(A) (3.4.4)

Inoltre K(A−1) = K(A) e ∀α ∈ C con α 6= 0, K(α A) = K(A). Infine, se A

é ortogonale, K2(A) = 1, in quanto ‖ A ‖2 =
√

ρ(AT A) =
√

ρ(I) = 1 ed essendo
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A−1 = AT . Assumeremo per convenzione che il numero di condizionamento di una

matrice singolare sia infinito.

Per p = 2, k2(A) puó essere meglio caratterizzato. Si dimostra infatti che

K2(A) = ‖ A ‖2 ‖ A−1 ‖2 =
σ1(A)

σn(A)
(3.4.5)

essendo σ1(A) e σn(A) il massimo ed il minimo valore singolare di A. Di conse-

guenza nel caso di matrici simmetriche definite positive si ha

K2(A) =
λmax

λmin

= σ(A)σ(A−1) (3.4.6)

essendo λmax e λmin il massimo ed il minimo autovalore di A. Per una verifica

diretta si osservi che:

‖ A ‖2 =
√

σ(AT A) =
√

σ(A2) =
√

λ2
max = λmax (3.4.7)

Inoltre, essendo λ(A−1) = 1
λ(A)

, si ha che ‖ A−1 ‖2 = 1
λmin

.

K2(A) é detto numero di condizionamento spettrale.

In generale, se definiamo la distanza relativa di A ∈ Cn χ n dall’insieme delle

matrici singolari rispetto alla norma p come

distp(A) = min{‖ δ A ‖p

‖ A ‖p

: A + δ A é singolare} (3.4.8)

si puó dimostrare che

distp(A) =
1

Kp(A)
(3.4.9)

La (3.4.9) esprime il fatto che una matrice A con un numero di condizionamento

elevato potrebbe comportarsi come una matrice singolare della forma A + δ A. In
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tal caso, a perturbazioni nulle del termine noto potrebbero non corrispondere pertur-

bazioni nulle sulla soluzione in quanto, se A + δ A é singolare, il sistema omogeneo

(A + δ A)z = 0 non ammette come unica soluzione quella nulla.

Dalla (3.4.9) discende inoltre che se A + δ A é non singolare allora

‖ δ A ‖p ‖ A−1 ‖p < 1 (3.4.10)

Quindi una prima verifica per valutare l’adeguatezza del modello é quella di stima-

re il condizionamento della matrice di disegno A. Nel caso di sovraparametrizzazio-

ne, infatti, il numero di condizionamento della matrice diventa elevato e la soluzione

mal condizionata. In questo caso la soluzione non é accettabile e si dovrá, dunque,

eliminare dei parametri.

Numero di condizionamento in MATLAB

Due funzioni MATLAB ci permettono di stabilire il numero di condizionamento di

una matrice; sono cond ed rcond.

La funzione MATLAB cond é una sofisticata funzione ed é basata sul metodo

della Singular value decomposition. La funzione cond dovrebbe tornare un valore

poco maggiore di 1 per una matrice ben condizionata, un valore molto maggiore di 1

altrimenti.

La funzione rcond é un po’ meno utile della funzione cond ma é piú veloce. La

funzione dá un valore tra 0 ed 1, con valori vicini allo zero che stanno a significare

matrici mal poste. Il reciproco della funzione rcond é, di solito, dello stesso ordine di

grandezza di cond.

3.4.3 Analisi di varianza

Un’analisi efficace per verificare la convergenza del nostro sistema di equazioni e

quindi l’esistenza di una soluzione accettabile, é quella dell’analisi di varianza. La
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Figura 3.1: La funzione MATLAB cond

Figura 3.2: La funzione MATLAB rcond

varianza di una variabile aleatoria x é la misura della diffusione (o dispersione) della

densitá di x.

Nel nostro caso possiamo effettuare due differenti analisi di varianza:

• analisi di varianza sul residuo.

• analisi di varianza sulla soluzione x.

Analisi di varianza sul residuo

L’equazione matriciale per calcolare il residuo ad ogni passo é la seguente

v = Ax̂ − l = (A(AT A)−1AT − I)l (3.4.11)
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La varianza sul residuo é data da:

σ2
0 =

(vT v)

r
(3.4.12)

mentre la deviazione standard é data da

σ0 =

√
(vT v)

r
(3.4.13)

Nelle equazioni (3.4.12) e (3.4.13), r é il numero di gradi di libertá ed é uguale al

numero di equazioni osservabili meno il numero dei fattori incongniti (r = (m − n)).

La varianza, in questo caso, descrive l’ampiezza del residuo. Una varianza bassa

mi dice che le variabili sono stimate in modo corretto, mentre una varianza alta mi

dice che le variabili non sono stimate in modo sufficientemente accurato.

Analisi di varianza sulla soluzione x

La seconda verifica di varianza é quella sulla soluzione x. Ad ogni passo di calcolo

posso verificare la varianza di ogni parametro incognito della soluzione x. Per farlo,

bisogna prima definire una nuova matrice, detta matrice di covarianza, nel seguente

modo:

QXX = (AT A)−1 (3.4.14)

La matrice di disegno A, come abbiamo detto, é funzione della soluzione attuale

x̂, visto che contiene le derivate parziali calcolate in x. Nella matrice di covarianza,

ciascuna riga e colonna i-esima vengono associate con le incognite i-esime. Molti-

plicando dunque ciascun elemento diagonale per la varianza del residuo, ottengo la

varianza di ogni singolo elemento di x nel seguente modo:

σ2
0ii

= QXXii
σ2

0 (3.4.15)
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Ad ogni passo di calcolo relaziono la varianza di ogni singolo elemento con le

variabili ricalcolate. Se il valore ottenuto é minore di un valore assunto a priori, allora

la stima del parametro é affidabile. Altrimenti, se il valore ottenuto é maggiore, la

stima potrebbe non essere sufficientemente accurata.

3.4.4 Analisi di correlazione

L’analisi di correlazione é molto importante in quanto ci permette di definire se

la correlazione fra due parametri é elevata e, quindi, di eliminare uno di questi

due parametri in quanto potrebbero risultare stimati in modo non sufficientemente

accurato.

L’analisi di correlazione si basa sulla matrice di covarianza introdotta nel prece-

dente paragrafo e che qui riscriviamo:

QXX = (AT A)−1 (3.4.16)

Per l’analisi di correlazione fra un parametro i ed un parametro j, si introduce il

coefficiente di correlazione ρij, definito come:

ρij =
QXXij√

QXXii
QXXjj

(3.4.17)

il quale, per le proprietá delle matrici normali, soddisfa la condizione che −1 ≤
ρ ≤ +1.

I coefficienti di correlazione non saranno in generale nulli perché le incognite sono

stimate indirettamente attraverso la soluzione del sistema normale e quindi, proprio

per questa origine comune, non sono indipendenti fra di loro. Dall’espressione di ρij

risulta in modo molto chiaro che la dipendenza fra le incognite non proviene da errori

di misura che possano riflettersi contemporaneamente su alcune di esse: infatti dalla

formula (3.4.17) non compare σ2
0, il quale dipende dagli errori delle osservazioni, ma

solo i QXX .
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Due parametri saránno a rischio se la correlazione fra loro due supera in valore

assoluto lo 0.9. Con valori vicini a 0.99 é opportuno eliminarne uno, per evitare di

avere soluzioni non corrette.



Capitolo 4

Inizializzazione tramite Direct
Linear Transformation

4.1 Introduzione alla DLT

Il metodo della Direct Linear Transformation (DLT ) é stato sviluppato nel 1971 da

Abdel-Aziz e Karara per risolvere la condizione di collinearitá.

Avendo a disposizione solamente le coordinate dell’immagine 2D e le coordinate

oggetto 3D del sistema bundle adjustment, con pochi e semplici calcoli la DLT dá

in uscita un’approssimazione dei parametri di orientamento interno ed esterno che

verranno poi usati come prima inizializzazione per il sistema bundle adjustment.

Il principio della DLT é quello di stabilire la relazione tra la coordinate oggetto

3D e le coordinate dell’immagine 2D usando equazioni lineari.

Per questo motivo, il metodo non richiede la computazione delle derivate parziali e

la determinazione delle approssimazioni delle variabili incognite nella soluzione, come

invece dovrebbe essere richiesto nella soluzione convenzionale.

4.1.1 Il concetto teorico

Il concetto teorico basilare usato in fotogrammetria é che la fotografia, considerata

come un piano perfetto, é una proiezione centrale dello spazio oggetto. Implicitamente
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in questo concetto sta la condizione di collinearitá del punto immagine, del centro di

proiezione e del punto oggetto. La condizione di collinearitá, come abbiamo giá visto,

é espressa con la seguente relazione:




x′ − x′a
y′ − y′a
0 − f


 = λ




r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33







XA − XL

YA − YL

ZA − ZL


 (4.1.1)

dove

x′ y′ = coordinate nello spazio immagine del punto A

x′a y′a = coordinate nello spazio immagine del punto principale a

f = costante della macchina fotografica (focale)

XA YA ZA = coordinate nello spazio oggetto del punto oggetto A

XL YL ZL = coordinate nello spazio oggetto del centro prospettico L

λ = fattore di scala tra i vettori immagine ed oggetto

M = matrice di rotazione ortogonale 3X3

rij = componenti della matrice ortogonale di rotazione

Le coordinate immagine x′ ed y′ sono il risultato di un processo di raffinamento

con correzione delle coordinate osservate per la distorsione delle lenti, deformazione

lineare ed errori di comparazione.

4.1.2 Applicazione della DLT

Senza perdita di generalitá, il sistema delle coordinate delle foto dovrebbe essere

assunto parallelo al sistema di coordinate del comparatore.

Notiamo, infine, che x′, x′a, y′, y′a nell’equazione (4.1.1) sono le coordinate nel piano

immagine e che quindi dovrebbero essere differenti dalle coordinate digitalizzate che

utilizziamo quando scattiamo le fotografie da una fotocamera digitale.
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Assumendo che l’unitá digitale sia differente dall’unitá del piano immagine reale,

poniamo

x′ − x′a = λx (x + ∆ x − x0) (4.1.2)

y′ − y′a = λy (y + ∆ y − y0) (4.1.3)

dove

λx λy = fattori di scala per la conversione da unitá digitale a unitá reale

x y = coordinate del piano immagine in unitá digitale

x0 y0 = coordinate dei punti principali in unitá digitale

∆x ∆y = errori sistematici nelle coordinate

Supponendo le distorsioni nulle, possiamo riscrivere le equazioni di collinearitá

(4.1.1) nel seguente modo:

x′ − x′a = λ [r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(XA − XL)]

y′ − y′a = λ [r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(XA − XL)]

− f = λ [r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(XA − XL)]

(4.1.4)

Dalla (4.1.4) otteniamo

λ =
− f

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(XA − XL)
(4.1.5)

Sostituendo λ dalla (4.1.5) nella (4.1.4) e tenendo presente le (4.1.2) e (4.1.3)

otteniamo
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x − x0 = − f

λx

[
r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
(4.1.6)

y − y0 = − f

λy

[
r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
(4.1.7)

Semplificando le equazioni (4.1.6) e (4.1.7) otteniamo

x =
L1XA + L2YA + L3ZA + L4

L9XA + L10YA + L11ZA + 1
(4.1.8)

y =
L5XA + L6YA + L7ZA + L8

L9XA + L10YA + L11ZA + 1
(4.1.9)

dove:

L1 =
x0 r31 − du r11

D

L2 =
x0 r32 − du r12

D

L3 =
x0 r33 − du r13

D

L4 =
(du r11 − x0 r31)XL + (du r12 − x0 r32)YL + (du r13 − x0 r33)ZL

D

L5 =
y0 r31 − dv r21

D

L6 =
y0 r32 − dv r22

D

L7 =
y0 r33 − dv r23

D

L8 =
(dv r21 − y0 r31)XL + (dv r22 − y0 r32)YL + (dv r23 − y0 r33)ZL)

D

(4.1.10)

L9 =
r31

D

L10 =
r32

D

L11 =
r33

D
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con

D = −(r31 XL + r32 YL + r33 ZL)

du =
λ

λx

con λx unitá di conversione sull’asse X

dv =
λ

λy

con λy unitá di conversione sull’asse Y

(4.1.11)

I coefficienti da L1 a L11 sono chiamati parametri DLT ; essi riflettono la relazione

esistente fra lo spazio oggetto ed il piano immagine. Le equazioni (4.1.8) e (4.1.9)

sono le equazioni 3D standard per la DLT, ma gli errori causati dalle distorsioni

radiali e tangenziali possono anche essere inclusi, presentando il numero dei coefficienti

incogniti.

4.2 Calcolo dei parametri di orientamento interni

ed esterni

Le equazioni (4.1.8) e (4.1.9) possono essere usate per la calibrazione della fotoca-

mera o per la computazione delle coordinate 3D :

1. calibrazione della fotocamera: le 11 incognite delle equazioni (4.1.8) e (4.1.9)

possono essere determinate con il metodo dei minimi quadrati usando almeno

6 punti conosciuti in termini delle coordinate oggetto (XA, YA, ZA) e le corri-

spondenti coordinate immagine (x, y). Cośı i parametri intrinseci ed estrinseci

della fotocamera possono essere determinati con equazioni semplici e lineari.

2. computazione delle coordinate 3D : una volta che gli undici parametri sono stati

computati, le coordinate 3D dei punti immagine possono essere determinate

dalle equazioni (4.1.8) e (4.1.9) con almeno due immagini.

L’approccio tramite DLT dá una grossa accuratezza quando i punti usati sono
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misurati con grande precisione. É una soluzione diretta che non richiede approssima-

zioni iniziali per i parametri incogniti (come richiede il bundle adjustment). Quindi i

risultati ottenuti possono essere usati come approssimazioni iniziali per la incognite

per altre soluzioni convenzionali.

Parametri
L1 - L11 DLT standard
L12 - L14 Termini di distorsione del 3◦, 5◦ e 7◦ ordine
L15 - L16 Termini di distorsione decentrica

Tabella 4.1: I parametri stimati tramite DLT

Nel nostro studio useremo il metodo della DLT in forma normale, includendo

solo gli 11 parametri standard e quindi escludendo le distorsioni radiali e tangenziali.

Cominciamo quindi a vedere le equazioni che ci servono per calcolare i fattori che ci

interessano.

4.2.1 Gli undici coefficienti della DLT

Riscrivendo le equazioni (4.1.8) e (4.1.9) possiamo ottenere:

x = L1XA + L2YA + L3ZA + L4 − L9xXA − L10xYA − L11xZA (4.2.1)

y = L5XA + L6YA + L7ZA + L8 − L9yXA − L10yYA − L11yZA (4.2.2)

Le equazioni (4.2.1) e (4.2.2) sopra trovate sono equivalenti a:



4.2 Calcolo dei parametri di orientamento interni ed esterni 59

[
x
y

]
=

[
XA YA ZA 1 0 0 0 0 −xXA −xYA −xZA

0 0 0 0 XA YA ZA 1 −yXA −yYA −yZA

]




L1

L2

L3

L4

L5

L6

L7

L8

L9

L10

L11




(4.2.3)

Espandendo l’equazione (4.2.3) per n punti di controllo otteniamo:




x1

y1
...

xn

yn




=




X1
A Y 1

A Z1
A 1 0 0 0 0 −x1X1

A −x1Y 1
A −x1Z1

A

0 0 0 0 X1
A Y 1

A Z1
A 1 −y1X1

A −y1Y 1
A −y1Z1

A
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Xn
A Y n

A Zn
A 1 0 0 0 0 −xnXn

A −xnY n
A −xnZn

A

0 0 0 0 Xn
A Y n

A Zn
A 1 −ynXn

A −ynY n
A −ynZn

A







L1

L2

L3

L4

L5

L6

L7

L8

L9

L10

L11




(4.2.4)

Nell’equazione (4.2.4) abbiamo assunto che sia le coordinate immagine misurate

(xn, yn) sia le coordinate dello spazio oggetto (Xn
A, Y n

A , Zn
A) siano tutte conosciute.

Un gruppo di punti di controllo in cui sia le coordinate x ed y sia le coordinate XA,

YA e ZA sono conosciute dovrebbero essere noti. In altre parole, i punti di controllo

dovrebbero formare un volume detto volume di controllo.

I punti di controllo sono tipicamente fissati in un frame di calibrazione (od oggetto

di controllo).

L’equazione (4.2.4) ha come sua forma base la seguente espressione:
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X L = Y (4.2.5)

I parametri della DLT possono essere calcolati usando il metodo dei minimi

quadrati:

X L = Y

(X ′ X) L = (X ′ Y )

(X ′ X)−1 (X ′ X) L = (X ′ X)−1 (X ′ Y )

L = (X ′ X)−1 (X ′ Y )

Per calcolare i parametri della DLT ed i parametri addizionali usando il metodo

dei minimi quadrati, l’equazione (4.2.4) dovrebbe essere sovra-determinata (numero

delle equazioni > numero delle incognite).

Numero di parametri Numero minimo di punti di controllo
11 - DLT standard 6

12 - DLT con distorsione del 3◦ ordine 6
13 - DLT con distorsione del 4◦ ordine 7
14 - DLT con distorsione del 5◦ ordine 7
16 - DLT con distorsione decentrica 8

Tabella 4.2: Numero minimo di punti di controllo per DLT

Sapendo che ciascun punto di controllo permette di calcolare due equazioni, il

numero minimo dei punti di controllo richiesti é indicato nella tabella (4.2).

4.2.2 Calcolo delle coordinate del centro ottico: (XL, YL, ZL)

Dalle equazioni (4.1.8) e (4.1.9) possiamo trovare:
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−L4 = L1 XL + L2 YL + L3 ZL

−L8 = L5 XL + L6 YL + L7 ZL

−1 = L9 XL + L10 YL + L11ZL

in forma matriciale




L1 L2 L3

L5 L6 L7

L9 L10 L11







XL

YL

ZL


 =



−L4

−L8

−1


 (4.2.6)

Invertendo la (4.2.6) si trova che:




XL

YL

ZL


 =




L1 L2 L3

L5 L6 L7

L9 L10 L11



−1 


−L4

−L8

−1


 (4.2.7)

4.2.3 Calcolo degli elementi di orientamento interno: (x0, y0,
f)

Dalle equazioni (4.1.8) e (4.1.9) questi elementi possono essere ottenuti nel seguente

modo:

x0 =
L1L9 + L2L10 + L3L11

L2
9 + L2

10 + L2
11

(4.2.8)

y0 =
L5L9 + L6L10 + L7L11

L2
9 + L2

10 + L2
11

(4.2.9)

f =
(fx + fy)

2
(4.2.10)

dove
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fx =

√
−x2

0 +
L2

1 + L2
2 + L2

3

D

fy =

√
−y2

0 +
L2

5 + L2
6 + L2

7

D

D = L2
9 + L2

10 + L2
11

(4.2.11)

4.2.4 Calcolo degli angoli di rotazione: (ω, φ, κ)

Calcolo dei coefficienti di rotazione

Dall’equazione (4.1.10) possiamo trovare i coefficienti di rotazione nel seguente modo:

TO =




r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33


 (4.2.12)

dove

r11 =
D(x0L9 − L1)

du

r12 =
D(x0L10 − L2)

du

r13 =
D(x0L11 − L3)

du

r21 =
D(y0L9 − L5)

dv

r22 =
D(y0L10 − L6)

dv

r21 =
D(y0L11 − L7)

dv

r31 = DL9

r32 = DL10

r33 = DL11

(4.2.13)

Per calcolare la matrice di rotazione (4.2.12) dobbiamo quindi calcolare du e dv.

Dalla (4.2.13) troviamo che
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du =
√

D2 ((x0L9 − L1)2 + (x0L10 − L2)2 + (x0L11 − L3)2)

dv =
√

D2 ((y0L9 − L5)2 + (y0L10 − L6)2 + (y0L11 − L7)2)

D =

√
1

L2
9 + L2

10 + L2
11

La correttezza dei risultati del calcolo degli rij puó essere verificata controllando

che:

r2
11 + r2

12 + r2
13 = 1 =

D2 ((x0L9 − L1)
2 + (x0L10 − L2)

2 + (x0L11 − L3)
2)

d2
u

r2
11 + r2

12 + r2
13 = 1 =

D2 ((y0L9 − L5)
2 + (y0L10 − L6)

2 + (y0L11 − L7)
2)

d2
v

(4.2.14)

Calcolo degli angoli di rotazione

I tre angoli di Eulero (ω, φ, κ) possono essere descritti dai nove coseni direttori.

Prima di tutto, come abbiamo giá visto nella (4.2.12), ricordiamo che la matrice

di rotazione R é computata nel seguente modo:

R =




r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33


 (4.2.15)

con

R =




cosφ cosκ sinω sinφ cosκ + cosω sinκ −cosω sinφ cosκ + sinω sinκ
−cosφ sinκ −sinω sinφ sinκ + cosω cosκ cosω sinφ sinκ + sinω cosκ

sinφ −sinω cosφ cosω cosφ




Possiamo quindi trovare gli angoli nel seguente modo:
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φ =

{
sin−1(−r31) (sin−1(−r31 > −π

2
)) e (sin−1(−r31 < π

2
))

π − sin−1(−r31) (π − sin−1(−r31 > −π
2
)) e (π − sin−1(−r31 < π

2
))

(4.2.16)

e, se φ 6= ±π
2

ω =

{
tan−1[− r32

r33
] (r33 cos φ < 0)

tan−1[− r32

r33
] + π (r33 cos φ > 0)

(4.2.17)

κ =

{
tan−1[− r21

r11
] (r11 cos φ < 0)

tan−1[− r21

r11
] + π (r11 cos φ > 0)

(4.2.18)

Dalle equazioni (4.2.16), (4.2.17) e (4.2.18) si possono ottenere due differenti in-

siemi di angoli di orientamento opposti; si deve fare attenzione soprattutto al calcolo

dell’angolo ω per scegliere l’insieme giusto degli angoli. In molti casi si potrebbe

assumere che −π
2

< ω < π
2
.

Un caso speciale potrebbe capitare quando il cos(φ) = 0. Se capitasse, non si

potrebbero computare gli angoli ω e κ in modo separato, ma benśı si potrebbero

computare ω + κ e ω − κ nel seguente modo:

ω ± κ =

{
tan−1[+ r23

r22
] (r22 > 0)

tan−1[− r23

r22
] + π (r22 < 0)

(4.2.19)

Queste condizioni sono chiamate gimbal locks.



Capitolo 5

Ricostruzione tridimensionale

5.1 Introduzione

Una volta calibrato un sistema composto da almeno due fotocamere, si puó proce-

dere alla ricostruzione tridimensionale dei punti. Prima di fare ció, comunque, sará

necessario correggere le eventuali distorsioni presenti nella misura delle coordinate

oggetto. Successivamente verranno ricostruiti i punti tridimensionali con l’algoritmo

di ray intersection.

5.2 Correzione delle distorsioni

Le eventuali distorsioni radiali e tangenziali presenti possono influire notevolmente

sulla ricostruzione tridimensionale dei punti, alterando in modo sostanziale il suo

corretto valore. Se avessimo a che fare con un sistema ottico ideale, i punti misura-

ti sull’immagine Pdis = (xdis, ydis) potrebbero essere utilizzati direttamente per la

ricostruzione tridimensionale; nella realtá, ogni sistema ottico reale introduce delle

distorsioni, modellizzate da una funzione di distorsione D:

Pdis = D (Pnon dis) (5.2.1)

con
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Pnon dis = (xnon dis, ynon dis) (5.2.2)

Per ricondursi alla situazione ideale che permette di utilizzare l’algoritmo di ray

intersection per il calcolo delle coordinate tridimensionali, dunque, é necessario calco-

lare Pnon dis a partire da Pdis e dai parametri di distorsione calcolati tramite il bundle

adjustment. La funzione di distorsione D non é peró in genere invertibile; non é

perció possibile calcolare Pnon dis semplicemente come:

Pnon dis = D−1 (Pnon dis) (5.2.3)

Per stimare la posizione del punto non distorto, Pnon dis, a partire da quello del

punto distorto, Pdis, é necessario usare tecniche piú raffinate.

Nel nostro caso, abbiamo definito un errore e pari a:

e = ‖ Pdis − D (P̂non dis) ‖2 (5.2.4)

dove P̂non dis é la stima della posizione del punto non distorto. La minimizzazione

di e rispetto a P̂non dis permette di ottenere la stima delle coordinate del punto non

distorto, P̂non dis ∼ Pnon dis.

Per minimizzare e é possibile utilizzare il metodo del gradiente, o steepest descent.

Sia P̂non dis la stima delle coordinate del punto non distorto all’iterazione n-esima.

Si calcolino allora ∂ e
∂ x̂non dis

e ∂ e
∂ ŷnon dis

, utilizzando i valori di P̂non dis. Il gradiente

−→
Φ =

[
∂ e

∂ x̂non dis

,
∂ e

∂ ŷnon dis

]
(5.2.5)

calcolato in P̂non dis, dá la direzione di massima crescita dell’errore. Al contrario,

muovendosi lungo la direzione opposta al gradiente, −−→Φ, l’errore e viene localmente

minimizzato.

Il metodo del gradiente dá dunque luogo al seguente algoritmo.
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Sia P̂non dis la stima delle coordinate di Pnon dis all’iterazione n-esima

1. si calcoli
−→
Φ =

[
∂ e

∂ x̂non dis
, ∂ e

∂ ŷnon dis

]
;

2. si aggiorni la stima di ˆPnon dis nel seguente modo:

P̂ n+1
non dis = P̂ n

non dis − η
−→
Φ (5.2.6)

dove η determina l’entitá dell’aggiornamento.

Il metodo itera fino a quando ‖ −→Φ ‖→ 0, cioé quando ci si trova in un minimo

locale. Al primo passo si pone P̂non dis = Pdis.

In genere, nel nostro caso sono sufficienti 5 o 6 passi per raggiungere la conver-

genza.

5.3 La ricostruzione tridimensionale

Esistono diversi tipi di algoritmi di ricostruzione che, a seconda del numero di para-

metri delle fotocamere note a priori, riescono a ricostruire la scena tridimensionale in

modo piú o meno accurato.

Si possono distinguere diversi tipi di ricostruzione in base al numero di parametri

noti:

Parametri conosciuti Ricostruzione 3D
Parametri intriseci ed estrinseci Coordinate 3D assolute

Parametri intrinseci Coordinate 3D a meno di un fattore di scala
nessuno Coordinate 3D a meno di una trasformazione proiettiva

Tabella 5.1: Tipologie di algoritmi di ricostruzione 3D

L’algoritmo di ricostruzione utilizzato nel corso di questa tesi fa parte del primo

gruppo tra quelli indicati nella tabella (5.1): é un algoritmo di ray-intersection, cioé

un algoritmo che ricostruisce le coordinate per triangolazione.
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5.3.1 Algoritmo di ray-intersection

L’algoritmo di ricostruzione per triangolazione necessita di essere a conoscenza dei

parametri intrinseci ed estrinseci delle fotocamere digitali.

Questo permette di ricostruire le coordinate tridimensionali di un oggetto in un

sistema di piú telecamere. La ricostruzione avviene intersecando due o piú rette che

passano per i punti sui piani immagine ed i centri ottici delle relative fotocamere.

In realtá le coordinate dei punti sui piani immagine sono sempre affette da errori

di misurazione e questo implica che le rette non si intersechino. La presenza di rette

sghembe ha reso necessario l’utilizzo di un algoritmo per la minimizzazione della

distanza del punto 3D dalle due rette.

Coseni direttori per una retta orientata

Una retta passante per due punti puó essere descritta in forma parametrica, specifi-

cando un punto appartenente alla retta e la sua direzione nello spazio tramite i coseni

direttori.

I coseni direttori sono i coseni dei tre angoli α, β e γ che la retta orientata forma

con gli assi x, y e z del sistema di riferimento ortogonale nella quale la retta viene

rappresentata. Essi possono essere calcolati a partire di una qualsiasi coppia di punti

sulla retta.

In questo caso si prenderanno i punti in modo tale che il primo coincida con

il centro ottico C della fotocamera (C = [Cx, Cy, Cz]) e come secondo il punto p

(p = [px, py, pz]) che rappresenta la proiezione del punto nello spazio P sul piano

immagine della fotocamera.

Quindi i coseni direttori saranno dati da:
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Figura 5.1: Coseni direttori di una retta orientata

cos α =
(px − Cx)

ρ

cos β =
(py − Cy)

ρ

cos γ =
(pz − Cz)

ρ

(5.3.1)

dove ρ viene definita come la distanza euclidea tra i due punti:

ρ =
√

(px − Cx)2 + (py − Cy)2 + (pz − Cz)2 (5.3.2)

Inoltre i coseni diretori sono legati dalla relazione:

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1 (5.3.3)

e questo significa che i coseni direttori non possono essere contemporaneamente

tutti nulli.
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Forma parametrica di una retta

Utilizzando la forma parametrica di una retta é possibile indicare le coordinate di un

punto generico sulla stessa retta:

Px = Cx + h cos α

Py = Cy + h cos β

Pz = Cz + h cos γ

(5.3.4)

dove il modulo del parametro reale h rappresenta la distanza del punto P con le

coordinate (Px, Py, Pz) dal punto C.

Le formule (5.3.4) in forma matriciale possono essere rappresentate nel seguente

modo:

P = C + hL (5.3.5)

con

P =




Px

Py

Pz


 C =




Cx

Cy

Cz


 L =




cos α
cos β
cos γ


 (5.3.6)

Intersezione tra le rette

Consideriamo

• P1 e P2 le proiezioni del punto P sui piani di due fotocamere che osservano la

scena;

• C1 e C2 i rispettivi centri ottici;

• L1 e L2 i coseni direttori delle due rette;

le forme parametriche delle rette sono date da:
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P1 = C1 + h1L1

P2 = C2 + h2L2

(5.3.7)

Nello spazio tridimensionale euclideo, se due rette non sono parallele ed esiste

un punto di intersezione, questo punto é unico e la condizione di intersezione risulta

essere:

C1 + h1L1 = C2 + h2L2 (5.3.8)

Le equazioni (5.3.7) e (5.3.8) formano un sistema di tre equazioni con incognite

h1 e h2.

Figura 5.2: Condizione di intersezione

Consideriamo il triangolo C1PC2 formato dai segmenti che uniscono i due centri

ottici C1 e C2 al punto P e dal segmento che unisce i centri ottici stessi.

Applicando il teorema di Carnot troviamo che:

C1C2
2

= C1P
2

+ C2P
2 − 2C1P C2P cos θ (5.3.9)
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Riscrivendo l’equazione (5.3.8) nelle sue componenti cartesiane troviamo:

C1x − C2x = h2 cos α2 − h1 cos α1

C1y − C2y = h2 cos β2 − h1 cos β1

C1z − C2z = h2 cos γ2 − h1 cos γ1

(5.3.10)

Elevando al quadrato le equazioni (5.3.10) e sommandole membro a membro si

ottiene:

(C1x − C2x)
2 + (C1y − C2y)

2 + (C1z − C2z)
2 = (5.3.11)

h2
1 + h2

2 − 2h1h2(cos α1 cos α2 + cos β1 cos β2 + cos γ1 cos γ2) (5.3.12)

Ma:

(C1x − C2x)
2 + (C1y − C2y)

2 + (C1z − C2z)
2 = C1C2

2
(5.3.13)

e

cos α1 cos α2 + cos β1 cos β2 + cos γ1 cos γ2 = cos θ (5.3.14)

Quindi la condizione di intersezione é data da:

C1C2
2

= h1 + h2 − 2h1h2 cos θ (5.3.15)

Distanza minima tra due rette

In realtá le condizioni di intersezione possono non essere soddisfatte a causa sia di

distorsioni introdotte dalle lenti ottiche che della risoluzione limitata dei sensori CCD

delle fotocamere. Si sceglierá come punto 3D, quindi, il punto che minimizza la

distanza tra le due rette nel caso queste non si intersechino.
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Prendendo due punti P1 e P2 appartenenti alle due rette r ed s indichiamo con D

la distanza tra i due punti. Nel caso le due rette non si intersechino, questa distanza

non si annullerá per nessuna coppia di punti.

Consideriamo:

∆x = distanza tra P1 e P2 lungo x

∆y = distanza tra P1 e P2 lungo y

∆z = distanza tra P1 e P2 lungo z

La distanza nello spazio si puó calcolare applicando il teorema di Pitagora:

D =
√

∆x2 + ∆y2 + ∆z2 (5.3.16)

Riscrivendo le equazioni dei punti P1 e P2 situati rispettivamente sulle rette r ed

s usando la forma in (5.3.4) troviamo:

P1 = C1 + ρ1L1 (5.3.17)

P2 = C2 + ρ2L2 (5.3.18)

con:

L1 =




cos α1

cos β1

cos γ1


 (5.3.19)

L2 =




cos α2

cos β2

cos γ2


 (5.3.20)

Sottraendo la (5.3.17) dalla (5.3.18) abbiamo:

∆ = P1 − P2 = C1 + ρ1L1 − C2 − ρ2 L2 (5.3.21)
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con

∆ =




∆x

∆y

∆z


 (5.3.22)

che rappresenta un sistema di tre equazioni e cinque incognite (∆x, ∆y, ∆z, ρ1,

ρ2).

Esiste una sola coppia di punti per cui la distanza D é minima, tranne quando le

due rette sono parallele. Il problema consiste nel fatto di ricercare una distanza D

minima espressa dalla (5.3.16) e quindi minimizzare una funzione non lineare.

Figura 5.3: Distanza di due rette sghembe

Problema di minimizzazione della distanza

Conviene non considerare la radice quadrata visto che non é una grandezza lineare

e non influisce sul risultato finale. Si tratterá quindi di determinare il minimo del

quadrato della distanza:
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D2 = ∆ x2 + ∆ y2 + ∆ z2 (5.3.23)

Ci sono diversi metodi per risolvere questo problema, ma il migliore é risolvere

direttamente il sistema lineare di cinque equazioni in cinque incognite:





C1x − C2x + ρ1 cos α1 − ρ2 cos α2 = ∆ x
C1y − C2y + ρ1 cos β1 − ρ2 cos β2 = ∆ y
C1z − C2z + ρ1 cos γ1 − ρ2 cos γ2 = ∆ z
dD2

dρ1
= 0

dD2

dρ2
= 0

Sia le equazioni sui vincoli che le derivate di D2 rispetto a ρ1 e ρ2 sono lineari.

Prima si calcolano le espresioni delle derivate di D2 esplicitando i termini ∆x2,

∆y2, ∆z2:




∆x2 = [C1x − C2x + ρ1 cos α1 − ρ2 cos α2]
2 =

= (C1x − C2x)
2 + 2(C1x − C2x)ρ1 cos α1+

−2(C1x − C2x)ρ2 cos α2 − 2ρ1ρ2 cos α1 cos α2

+ρ2
1 cos2 α1 + ρ2

2 cos2 α2]



∆y2 = [C1y − C2y + ρ1 cos β1 − ρ2 cos β2]
2 =

= (C1y − C2y)
2 + 2(C1y − C2y)ρ1 cos β1+

−2(C1y − C2y)ρ2 cos β2 − 2ρ1ρ2 cos β1 cos β2+
+ρ2

1 cos2 β1 + ρ2
2 cos2 β2]




∆z2 = [C1z − C2z + ρ1 cos γ1 − ρ2 cos γ2]
2 =

= (C1z − C2z)
2 + 2(C1z − C2z)ρ1 cos γ1+

−2(C1z − C2z)ρ2 cos γ2 − 2ρ1ρ2 cos γ1 cos γ2+
+ρ2

1 cos2 γ1 + ρ2
2 cos2 γ2]

Ponendo:

D2
12 = (C1x − C2x)

2 + (C1y − C2y)
2 + (C1z − C2z)

2 (5.3.24)

otteniamo:
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D2 =D2
12 + (ρ1 cos α1 − ρ2 cos α2)

2+

+(ρ1 cos β1 − ρ2 cos β2)
2 + (ρ1 cos γ1 − ρ2 cos γ2)

2+

+2(C1x − C2x)ρ1 cos α1 − 2(C1x − C2x)ρ2 cos α2+

+2(C1y − C2y)ρ1 cos β1 − 2(C1y − C2y)ρ2 cos β2+

+2(C1z − C2z)ρ1 cos γ1 − 2(C1z − C2z)ρ2 cos γ2

(5.3.25)

Derivando la (5.3.25) rispetto a ρ1 e ρ2 si ottiene:

dD2

dρ1

= 2ρ1 − 2ρ2(cos α1 cos α2 + cos β1 cos β2 + cos γ1 cos γ2)+

+2(C1x − C2x) cos α1 + 2(C1y − C2y) cos β1+

+2(C1z − C2z) cos γ1

dD2

dρ2

= 2ρ2 − 2ρ1(cos α1 cos α2 + cos β1 cos β2 + cos γ1 cos γ2)+

+2(C1x − C2x) cos α2 − 2(C1y − C2y) cos β2 + (4.34)

+2(C1z − C2z) cos γ2

Riscrivendo il sistema lineare in forma matriciale si ha:

Ax̂ + B = 0 (5.3.26)

con:

x =




∆x
∆y
∆z
ρ1

ρ2




(5.3.27)
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A =




1 0 0 − cos α1 cos α2

0 1 0 − cos β1 cos β2

0 0 1 − cos γ1 cos γ2

0 0 0 2 − 2f̂

0 0 0 − 2f̂ 2




(5.3.28)

B =




− (C1x − C2x)
− (C1y − C2y)

2 [(C1x − C2x) cos α1 + 2(C1y − C2y) cos β1 + 2(C1z − C2z) cos γ1]
−2 [(C1x − C2x) cos α2 + 2(C1y − C2y) cos β2 + 2(C1z − C2z) cos γ2]




(5.3.29)

con

f̂ = cos α1 cos α2 + cos β1 cos β2 + cos γ1 cos γ2 (5.3.30)

Affinché il sistema sia risolvibile deve risultare che:

det(A) 6= 0 (5.3.31)

Nel nostro caso il det(A) = 4(1 − f 2), e questo si annulla quando f = ±1.

La f in (5.3.30) é espressa come prodotto scalare dei coseni direttori delle rette r

ed s e f = ±1 quando l’angolo compreso tra le due rette θ é un multiplo di π (180◦),

cioé quando le due rette sono parallele.

Calcolo delle coordinate tridimensionali del punto a minima distanza

Una volta trovati ∆ x, ∆ y, ∆ z, ρ1, ρ2, é possibile trovare il punto che minimizza la

distanza tra le due rette r̂ ed ŝ.

Le coordinate possono essere determinate calcolando:

P = C1 + ρ1L1 +
1

2
∆ (5.3.32)

oppure
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P = C2 + ρ2L2 − 1

2
∆ (5.3.33)

dove

P =




Px

Py

Pz


 (5.3.34)

é il punto tridimensionale cośı ricostruito.



Capitolo 6

Risultati

6.1 Risultati sperimentali

Vengono ora presentati alcuni risultati ottenuti con i programmi sviluppati. Nella

prima prova viene calibrata una coppia di fotocamere con dati simulati mentre nella

seconda prova viene calibrata una coppia di fotocamere con dati presi da immagini

reali. Per l’acquisizione delle immagini é stata utilizzata una fotocamera digitale, di

cui viene data una descrizione dettagliata.

6.1.1 Fotocamera FinePix

La fotocamera digitale utilizzata é una FinePix 4900Zoom prodotta dalle industrie

Fujifilm.

Le caratteristiche principali di questa fotocamera sono:

• Zoom a 6X : La FinePix 4900Zoom utilizza uno zoom ottico 6X EBC con lenti

a largo diametro. La sua lunghezza focale é equivalente ad un 35-210 mm di

una fotocamera 35 mm. Le lenti sono professionali ad alta precisione con un’a-

pertura del diaframma massima di f 2.8. Lo zoom é caratterizzato inoltre da un
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Figura 6.1: Fotocamera Fuji FinePix 4900Zoom

diaframma incorporato a tredici posizioni che consente di impostare la profon-

dità di campo. Attraverso uno zoom digitale aggiuntivo di 3.75X estremamente

graduale, la FinePix 4900 raggiunge un ingrandimento totale di circa 22.5X.

• Modalitá di ripresa: La fotocamera FinePix4900 zoom é dotata di sei diver-

se modalitá di ripresa. Automatica, semiautomatica a prioritá di diaframma

(adatta per il controllo della profondità di campo), semiautomatica a prioritá

di tempi (per azioni estremamente rapide), a scatto programmato (che con-

sente di operare sulle selezioni automatiche effettuate dalla fotocamera), ed a

modalitá manuale.

• Display LCD : La FinePix 4900 é dotata di un display LCD TFT da due pollici,

in polisilicone a bassa temperatura, da 130.000 pixel. Questo display é in grado

di mostrare anteprime dettagliate che consentono di valutare anticipatamente

il risultato della ripresa.

• Mirino elettronico: La fotocamera é dotata di un mirino elettronico che é in
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grado di mostrare tutte le informazioni necessarie per ogni scatto, quali ad

esempio: modalitá di scatto corrente, numero di scatti, tempo di otturatore,

compensazione dell’esposizione. In questo modo si può avere immediata con-

ferma di tutte le impostazioni semplicemente osservando il visore. É inoltre

possibile raddoppiare le dimensioni dell’immagine visualizzata dal mirino, per

un’accurata valutazione della messa a fuoco.

6.2 Calibrazione di fotocamere con dati simulati

In questa prima prova viene inizializzata la matrice dei punti 3D grid3d.txt con due

piani e 30 punti per foto, come si vede dalla figura (6.2).

Figura 6.2: Matrice dei punti tridimensionale grid3d

Successivamente vengono create due differenti matrici di punti 2D. Nella prima

vengono messi nel file inizia.m i seguenti valori:

• punti XL, YL e ZL pari a 50, 50 e 1500;

• punti x0 e y0 pari a 0.25 e 0.20;
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• angoli ω, φ e κ pari a 15, 30 e 10 gradi;

• focale pari a 1.2;

• parametri di distorsione K1, K2, K3, P1 e P2 pari a 0.01, 0, 0.0001, 0 e 0.005.

La matrice dei punti bidimensionale creata da proietta.m per questa prima foto é

quella della figura (6.3).

Figura 6.3: Matrice dei punti bidimensionale grid2d per la prima foto

Nella seconda matrice dei punti vengono messi nel file inizia.m i seguenti valori:

• punti XL, YL e ZL pari a −30, −40 e 1400;

• punti x0 e y0 pari a −0.15 e −0.10;

• angoli ω, φ e κ pari a −15, 20 e −10 gradi;

• focale pari a 1.1;

• parametri di distorsione K1, K2, K3, P1 e P2 pari a 0.01, 0, −0.0001, 0 e −0.005.
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La Direct Linear Tranformation (DLT) ha calcolati valori molto buoni, note-

volmente vicini a quelli simulati. In questo modo si é potuto anche verificare che

l’algoritmo funziona e dá valori vicini a quelli reali.

Per la prima foto, come si vede dalla figura (6.4), i risultati sono stati:

Figura 6.4: Valori dati dalla DLT per la prima foto

• punti XL, YL e ZL pari a 48.85, 49.43 e 1494.73;

• punti x0 e y0 pari a 0.23 e 0.19;

• angoli ω, φ e κ pari a 14.9884, 30.8577 e 9.679 gradi.

• focale pari a 1.18;

Per la seconda foto, i risultati sono stati:

• punti XL, YL e ZL pari a −30.52, −39.53 e 1396.31;

• punti x0 e y0 pari a −0.15 e −0.09;
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• angoli ω, φ e κ pari a −14.81, 20.43 e −9.87 gradi;

• focale pari a 1.09;

Il successivo algoritmo del bundle adjustment é andato a convergenza nel giro di

cinque iterazioni per la prima foto, mentre per la seconda foto ha fatto addirittura

meglio andando a convergenza in quattro passi, un passo in meno rispetto alla prima

foto. Da notare che, ovviamente, non ci sono stati problemi per il calcolo di tutti

e cinque i parametri di distorsione in quanto inclusi in inizia.m, anche se si sono

verificate correlazioni alte fra alcuni parametri. Correlazione che comunque non hanno

influito sul risultato finale (figura 6.5).

Figura 6.5: Calcolo dei valori sulla prima foto

L’algoritmo di minimizzazione del gradiente ha dato ottimi risultati sia sulla prima

che sulla seconda foto, riuscendo ad eliminare completamente le distorsioni iniziali

introdotte. Un esempio é dato dalla figura (6.6). In questa figura sono indicati in blu

i punti di grid2d con distorsioni, mentre sono indicati in rosso i punti reali ricalcolati

senza distorsioni.
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Figura 6.6: Minimizzazione tramite gradiente

La verifica dei buoni risultati raggiunti da questi programmi é data dalla ricostru-

zione finale dei punti tridimensionali.

Figura 6.7: Matrice dei punti tridimensionale iniziale

Partendo dalla matrice dei punti tridimensionali come dalla figura (6.7) si é arrivati

a ricostruire con una precisione molto inferiore al millimetro la stessa come si vede

dalla figura (6.8).
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Figura 6.8: Matrice dei punti tridimensionale ricostruita

6.3 Calibrazione di fotocamere con rumore

La stessa prova di simulazione fino a qui illustrata é stata poi fatta oggetto di un

ulteriore studio introducendo del rumore sui dati. Il rumore introdotto (nell’ordine di

0.0001 pixel) ha fatto si che nelle due matrici di punti 2D le coordinate dei punti non

fossero prese in modo corretto. Questo errore si é poi propagato in tutti i program-

mi e, ovviamente, anche l’algoritmo di minimizzazione non é riuscito ad eliminarlo

completamente.

Il risultato lo si puó vedere nella figura (6.9) quando si passa alla ricostruzione

tridimensionali dei punti. Aggiungendo del rumore, la precisione di ricostruzione

diminuisce notevolmente. In queste prove si é potuto constatare che la stessa si

aggira nell’ordine del millimetro.

6.4 Calibrazione di fotocamere con dati reali

Nella seconda prova viene inizializzata la matrice dei punti tridimensionale grid3d.txt

con due piani e 12 punti per foto, come si vede dalla figura (6.10).
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Figura 6.9: Matrice dei punti tridimensionale ricostruita (con rumore)

Successivamente vengono create due differenti matrici di punti 2D grazie al pro-

gramma reticolo2d.m. Per le due foto si é utilizzata la fotocamera digitale sopra

descritta.

Con la DLT si sono trovati valori di inizializzazione per la variabili incognite.

Valori che poi verranno prelevati dal programma del bundle adjustment come prima

inizializzazione.

Per la prima foto, che é stata fatta con una risoluzione di 640x480 pixel, i risultati

sono stati:

• punti XL, YL e ZL pari a 5.70, −316.07 e 921.16;

• punti x0 e y0 pari a 324.23 e 240.47;

• angoli ω, φ e κ pari a 8.35, −11.31 e 4.81 gradi.

• focale pari a 786.04;

Per la seconda foto, anch’essa fatta con una risoluzione di 640x480 pixel, i risultati

sono invece stati (figura 6.11):
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Figura 6.10: Creazione della matrice tridimensionale dei punti grid3d

• punti XL, YL e ZL pari a 534.37, −317.54 e 842.25;

• punti x0 e y0 pari a 308.90 e 245.80;

• angoli ω, φ e κ pari a 8.85, 16.79 e 0.18 gradi.

• focale pari a 792.61;

Con il successivo algoritmo del bundle adjustment i valori della variabili incognite

si sono assestati intorno al passo numero 10 sia per la prima foto che per la seconda

foto. Successive iterazioni avrebbero comunque potuto migliorare ulteriormente questi

valori anche se in minima parte. Da notare che, sia per la prima che per la secondo

foto, si sono dovuti eliminare completamente i 5 parametri di distorsione in quanto,

se si fossero lasciati, si sarebbero avuti problemi di condizionamento e di singolaritá

della matrice di disegno. Se, invece, non fossero stati tolti, i parametri di distorsione

risultanti sarebbero stati notevolmenti piccoli e, quindi, di poca utilitá pratica.

Per la prima foto, dopo 10 iterazioni, i risultati sono stati:
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Figura 6.11: Valori della DLT sulla seconda foto

• punti XL, YL e ZL pari a 5.84, −315.99 e 919.46;

• punti x0 e y0 pari a 325.80 e 239.83;

• angoli ω, φ e κ pari a 8.33, −11.44 e 4.82 gradi.

• focale pari a 784.28;

Per la seconda foto, dopo 10 iterazioni, come si vede dalla figura (6.12), i risultati

sono invece stati:

• punti XL, YL e ZL pari a 533.92, −317.10 e 840.04;

• punti x0 e y0 pari a 307.73 e 245.84;

• angoli ω, φ e κ pari a 8.85, 16.88 e 0.17 gradi.

• focale pari a 790.66;
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Figura 6.12: Calcolo dei valori sulla seconda foto

L’algoritmo di minimizzazione del gradiente, quindi, non é stato utilizzato. Infatti

le distorsioni, essendo minime, non hanno influito sulla misurazione dei punti 2D.

La verifica dei buoni risultati raggiunti, quindi, é da verificarsi con la ricostruzione

finale dei punti tridimensionali.

Partendo dalla matrice dei punti tridimensionali inizialmente costruita (figura

6.13) si é arrivati a ricostruire con una precisione molto alta la stessa come si vede

dalla figura (6.14). Anche in questo caso, come nella prova dei dati simulati con

rumore, l’errore nella precisione si aggira attorno al millimetro.



6.4 Calibrazione di fotocamere con dati reali 91

Figura 6.13: Matrice dei punti tridimensionale iniziale

Figura 6.14: Matrice dei punti tridimensionale ricostruita



Capitolo 7

Note sul SW

7.1 Introduzione

I programmi sviluppati, in particolare il programma bundle, possono essere considerati

come i risultati pratici di questa tesi. In questi programmi sono infatti stati sviluppati

tutti gli algoritmi e tutta la teoria trattata nei capitoli precedenti.

Tutti i programmi sono stati sviluppati in MATLAB, un programma utilizzato

principalmente per la sua struttura matriciale. Quindi sará necessario dotarsi di un

computer con installato un sistema operativo Windows o Linux per poter installare

MATLAB.

7.2 Interfaccia utente

Una volta fatto partire MATLAB, il programma andrá di defaul nella directory

di lavoro preimpostata, in questo caso c:\programmi\matlab65\work.

Come prima operazione sará dunque necessario cambiare directory e spostarsi in

quella dove sono localizzati i file sorgenti, in questo caso c:\programmi\matlab65\work

\bundle010204.
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Figura 7.1: Interfaccia MATLAB e directory di lavoro

7.3 Comandi e funzioni

I comandi e le relative funzioni sono illustrati nell’ordine stesso in cui devono

essere utilizzati. Sará necessario fare i seguenti passi:

• creare la matrice contenente le coordinate 3D dell’oggetto di calibrazione;

• acquisire con due fotocamere diverse in posizioni fisse una coppia di immagini

del tool di calibrazione (trattiamo qui solo il caso di due fotocamere, ma il

sistema é espandibile al caso di N fotocamere);

• creare la matrice dei punti 2D, indicando su ciascuna immagine i punti di

coordinate note sull’oggetto di calibrazione;

• inizializzare l’algoritmo del bundle adjustment con la DLT;
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• usare l’algoritmo del bundle adjsustment per la calibrazione;

• eventuale altra acquisizione con due camere ed individuazione dei punti di

matching nelle due immagini;

• eliminare le eventuali distorsioni con l’algoritmo del gradiente;

• ricostruire i punti tridimensionali.

7.4 Creazione della matrice dei punti di coordinate

nota

Per prima cosa, é necessario creare la matrice dei punti tridimensionali per la cali-

brazione. Il programma per crearla si chiama reticolo3d.m. Una volta richiamato il

file digitando sulla shell di MATLAB il nome omonimo, il programma si presenta con

una comoda interfaccia grafica ad opzione multipla.

Figura 7.2: Programma Reticolo3d.m
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Due sono le possibili scelte da effettuare. Se si digita 1, il programma utilizza

i dati giá impostati all’interno del suo codice. Se invece si digita 2, il programma

richiede varie informazioni sulla matrice dei punti da creare, in particolare:

1. origine asse x, asse y ed asse z;

2. numero di righe, di colonne e di piani ;

3. distanza fra marker e fra piani.

Questo perché per calibrare la fotocamera digitale si é scelto di utilizzare un pat-

tern planare rappresentato in figura (7.3). Per una buona calibrazione é necessario

utilizzare almeno due immagini, riprese con il pattern planare posto a distanze diffe-

renti. Il programma dá in uscita il file grid3d.txt, contenente i valori XA, YA e ZA di

ciascun punto del pattern.

Figura 7.3: Pattern planare
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7.5 Acquisizione di una coppia di immagini

Per poter alla fine ricostruire i punti tridimensionali, é necessario acquisire almeno

una coppia di immagini con due fotocamere fisse. Per fare questo, le due fotocamere

dovrebbero trovarsi a buona distanza fra di loro e comunque fotografare lo stesso

pattern planare.

7.6 Creazione della matrice bidimensionale dei pun-

ti

Il passaggio successivo é invece quello di generare le coordinate 2D. Possiamo percor-

rere due strade differenti. La prima é quella di generare le coordinate 2D in maniera

simulata, la seconda é quella di prendere a mano le coordinate bidimensionali delle

foto.

7.6.1 Coordinate 2D simulate

Nel primo caso si deve richiamare il programma proietta.m.

Il programma, avendo note le coordinate tridimensionali precedentemente create

e le approssimazioni inziali dei parametri di orientamento interno ed esterno (inserite

manualmente nel file inizia.m), crea in automatico la matrice dei punti 2D salvandola

con il nome di grid2d.txt. Questi punti saranno anche soggetti ad errori di distorsione

radiale o tangenziale, sempre se nel file inizia.m sono state incluse o no tali distorsioni.

7.6.2 Coordinate 2D prese da foto reali

La seconda strada, invece, é quella di prendere a mano le coordinate bidimensionali

delle foto. In questo caso é necessario far partire il programma reticolo2d.m.

Per rendere uniforme il tutto, le scelte da effettuare sono uguali a quelle di retico-

lo3d.m. Se si digita 1, il programma utilizza i dati presenti nel suo codice, altrimenti
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Figura 7.4: Programma Proietta.m

(digitando 2) il programma richiede varie informazioni sulla matrice dei punti da

creare, uguali a quelle richieste per reticolo3d.m. Inutile dire che il numero di punti

inseriti per reticolo3d.m deve essere lo stesso anche per reticolo2d.m. Dopo la selezio-

ne, il programma carica la prima foto, da salvare nella stessa directory del programma

con il nome foto1.jpg. A questo punto sará necessario selezionare i punti di controllo

nel pattern planare, punti che verranno salvati nel file grid2d.txt. Questa operazione

viene effettuata per tutte le foto in rapida successione.

A questo punto, sia che si operi con dati simulati sia che si operi con fotografie

reali, si avranno a disposizione due file: il file grid3d.txt con i dati tridimensionali ed

il file grid2d.txt con i dati bidimensionali corrispondenti.

7.7 Inizializzazione dei parametri tramite DLT

Sará ora necessario far partire il programma dlt.m.
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Figura 7.5: Programma Reticolo2d.m

Questo file contiene un piccolo algoritmo capace di dare un’approssimazione ini-

ziale dei parametri intrinseci ed estrinseci della fotocamera essendo note solo le coor-

dinate 2d (caricate dal file grid2d.txt) e le coordinate 3d (caricate dal file grid3d.txt).

Tutti i parametri di orientamento interno ed esterno vengono poi raggruppate in un

unico vettore e poi salvate in un file di testo chiamato dlt para.txt. Il file dlt para.txt

é di vitale importanza in quanto il successivo algoritmo del bundle adjustment viene

inizializzato a partire dai valori contenuti in questo file.

7.8 Programma bundle adjustment

A questo punto bisogna far girare il file bundle.m. Il programma del bundle adjust-

ment ha al suo interno un modello per correggere le eventuali distorsioni radiali e

tangenziali. Di default é impostato con 5 parametri di distorsione attivi, ma se il

modello risulta sovradeterminato é possibile eliminare tale parametri.
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Figura 7.6: Programma Dlt.m

Una volta chiamato, il programma bundle.m si presenta come nella figura (7.7).

Anche qui é possibile effettuare una scelta multipla. Se si digita 1 con la tastiera, il

programma prende come approssimazioni iniziali i valori contenuti nel file dlt para.txt

precedentemente creato. Altrimenti, digitando 2, il programma richiede di indicare

le approssimazioni iniziali per i parametri incogniti. In particolare:

• valore di XL, YL e ZL;

• valore di x0 e y0;

• valore del fuoco;

• valore degli angoli ω, φ e κ (in gradi).

Successivamente il programma fornisce alcune indicazioni utili sul suo funzio-

namento. Per prima cosa indica con quanti parametri di distorsione si é scelto di

partire.
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Figura 7.7: Programma Matlab.m

In questo caso, come si vede dalla figura (7.8), si é scelto di partire con 5 parametri

di distorsione attivi e di calcolare, quindi, 14 variabili incognite. Poi, per un rapido

controllo, il programma ricorda quale é stata la prima approssimazione delle variabili

incognite.

In ciascun passo di iterazione, l’algoritmo rende noto a video alcune importanti

informazioni:

• il condizionamento della matrice normale;

• se la matrice di disegno A e la matrice normale hanno rango pieno;

• gli incrementi nelle variabili incognite e la loro somma;

• la media e la varianza sul residuo;

• l’analisi di varianza;
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Figura 7.8: Numero di parametri di distorsione attivi

• l’analisi di covarianza;

• l’aggiornamento della soluzione.

Vediamo come interpretare ciascuno di questi punti.

7.8.1 Condizionamento della matrice

In questo primo punto l’algoritmo controlla il condizionamento della matrice normale

(AT A) in norma 1 ed in norma 2. Se il numero di condizionamento é troppo alto

(superiore a 1.2 * 1012), il programma scrive a video un avviso dove viene evidenziato

che la matrice normale potrebbere essere singolare e quindi soggetta ad errori.

Altrimenti, il programma fa vedere il valore del condizionamento della matrice

(di solito abbastanza elevato) senza mettere a video ulteriori avvisi. Segno che il

problema numerico é ben posto.
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Figura 7.9: Prima approssimazione delle variabili incognite

7.8.2 Rango della matrice

Nel secondo punto si calcola il rango della matrice di disegno A e della matrice normale

(AT A). Il rango di tutte e due le matrici deve essere uguale al numero dei parametri

incogniti da calcolare, in questo caso sempre 14. Altrimenti, se cośı non fosse, a video

comprare un avviso ammonendo sulla possibilitá di avere una matrice singolare e,

quindi, di non avere soluzioni accettabili.

7.8.3 Incrementi nelle variabili

Successivamente il programma inizia il calcolo della soluzione vero e proprio. Grazie al

metodo dei minimi quadrati, vengono calcolati gli incrementi delle variabili necessari

alla migliore soluzione del modello. Gli incrementi verranno poi sommati a ciascuna

variabile incognita per aggiornare la soluzione.
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7.8.4 La media e la varianza sul residuo

La media e la varianza sul residuo indicano rispettivamente la media e la varianza sul

residuo della soluzione precedentemente calcolata. Ad ogni passo di iterazione questi

due valori dovrebbero calare, per poi assestarsi definitamente quando gli incrementi

sulle variabili sono nulli.

7.8.5 L’analisi di varianza

L’analisi di varianza é divisa in due passi:

• varianza sulla soluzione;

• verifica di varianza.

Figura 7.10: Analisi di varianza

La varianza sulla soluzione indica la varianza di ciascun parametro stimato. La

verifica di varianza permette di verificare se ci sono stati incrementi sostanziali sul
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valore delle variabili ricalcolate. Piú il valore diventa basso, piú precise saranno le

soluzioni finali ricalcolate.

7.8.6 L’analisi di covarianza

Nella analisi di covarianza si utilizza l’analisi di correlazione fra i parametri presenti.

Se due o piú parametri hanno una correlazione maggiore di 0.9, il programma lo

dice a video. Questo significa che i parametri indicati possono non essere stimati

in modo corretto. Con una correlazione vicina a 0.99 sarebbe dunque necessario

eliminare uno dei due parametri. Per fare questo é sufficiente editare il programma

bundle.m ed eliminare, nelle prime righe del programma, il parametro (od i parametri)

corrispondente.

Figura 7.11: Analisi di covarianza ed aggiornamento della soluzione
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7.8.7 L’aggiornamento della soluzione

Alla fine di ogni passo di iterazione, il programma calcola gli aggiornamenti delle

variabili e li espone a video. Una volta che i valori delle variabili sono reputati accet-

tabili, é possibile uscire dal programma digitando 1 alla fine del passo di iterazione.

Questo comporta sostanzialmente che i valori delle variabili vengono salvati in un

vettore di nome xvett.txt.

7.9 Minimizzazione delle distorsioni

Visto che con il bundle adjustment sono stati calcolati anche i valori di distorsione

radiale e tangenziale sará necessario, prima di procedere alla ricostruzione tridimensio-

nale, minimizzare le distorsioni sulla matrice di punti bidimensionali precedentemente

create (grid2d.txt). Per questo é necessario richiamare il file gradiente.m che carica

al suo interno la matrice dei punti grid2d.txt ed i valori di distorsione presenti nel file

xvett.txt.

A video é possibile vedere l’effettiva minimizzazione delle distorsioni sulla matrice

2D.

In uscita il programma dá il nuovo file della matrice dei punti, chiamato grid2d non.txt.

7.10 Ricostruzione tridimensionale

Il passo finale é quello di ricostruire ciascun punto in coordinate tridimensionali.

Ovviamente sará prima necessario ripetere dall’inizio il procedimento fin qui descritto

per la calibrazione di un’altra fotocamera.

Come sappiamo, la ricostruzione tridimensionale si basa sulle informazioni fornite

da una coppia di immagini stereo. Quindi sará necessario, prima di far partire la

ricostruzione, distinguere la matrice dei punti 2D di ciascuna delle due foto, oltre ai

due vettori contenenti i parametri intrinseci ed estrinseci della fotocamera.
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Figura 7.12: Minimizzazione delle distorsioni

I due file della prima foto dovranno cambiare nome nel seguente modo:

1. da grid2d non.txt a grid2d foto1.txt ;

2. da xvett.txt a xvett foto1.txt.

I due file della seconda foto dovranno cambiare nome nel seguente modo:

1. da grid2d non.txt a grid2d foto2.txt ;

2. da xvett.txt a xvett foto2.txt.

Una volta che i nomi sono stati cambiati, si puó procedere a fare l’ultimo passo.

Richiamando il file ricostruzione.m, l’algoritmo di ray intersection carica le coordinate

2D dei punti delle due fotografie e salva nel file punto3D.txt i punti tridimensionali

cośı ricostruiti.



7.11 Guida pratica all’utilizzo del software 107

7.11 Guida pratica all’utilizzo del software

Viene ora data una guida veloce per poter usare il software.

Per calibrare una fotocamera digitale bisogna eseguire una serie di passi:

• creare la matrice dei punti tridimensionali con il programma reticolo3d.m. A

video si potrá scegliere se inserire i dati in modo manuale o caricare quelli giá

preimpostati nel programma;

• creare la matrice dei punti bidimensionali. In questo caso si potrá scegliere se

avere i dati in modo simulato (in questo caso bisogna chiamare il file proietta.m)

oppure prendere i dati in modo reale da fotografie (in questo caso si chiamerá

il file reticolo2d.m);

• inizializzare il successivo algoritmo del bundle adjustment con la DLT (chia-

mando il file dlt.m) che prende in input il file grid3d.txt ed il file grid2d.txt

precedentemente creati e da in output il file dlt para.txt ;

• chiamare il file bundle.m che, prendendo come approssimazioni inziali quelle

contenute nel file dlt para.txt, calibra la fotocamera digitale scrivendo il output

il file xvett.txt contenente il valore delle variabili;

• per eliminare le distorsioni presenti quando si sono calcolati i punti bidimensio-

nali, é necessario far partire il programma gradiente.m che prende in input il

file grid2d.txt ed in uscita dá il file grid2d non.txt ;

• l’ultimo passo é quello di ricostruire i punti. Per farlo occorre fare i passaggi fin

qui descritti per un’altra fotografia e cambiare i nomi ai due file per distinguerli.

Infine bisogna far partire il file denominato ricostruzione.m che in uscita dá il

file punto3d.txt con i punti cośı ricostruiti.
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7.12 Sviluppi futuri

La qualitá del risultato finale ottenuto é sicuramente molto importante. Il mo-

dello sviluppato é molto robusto sotto tutti i punti di vista e quindi possiamo essere

sicuri che sulla base di questi risultati si possano costruire algoritmi per la ricostru-

zione completa di oggetti o figure tridimensionali, come ad esempio un volto umano.

Sarebbe quindi necessario utilizzare una piú comoda interfaccia grafica, magari svi-

luppandola in linguaggio C++ tramite le QT . Il modello del bundle adjustment

potrebbe poi essere perfezionato aggiungendo anche punti di controllo non noti sul

pattern tridimensionale, arrivando cośı ad un modello di auto calibrazione.



Appendice A

.1 Introduzione

In questa appendice vengono indicate le derivate parziali dei coefficienti della matrice

di disegno A per il calcolo del bundle adjsustment. Le derivate sono state calcolate

con il programma Mathematica della Wolfram Research, estremamente flessibile ed

ampio.

.2 Calcolo delle derivate parziali

Ricordiamo che le equazioni di collinearitá sono espresse come:

(x − x0) + ∆X = −f

[
r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
(.2.1)

(y − y0) + ∆Y = −f

[
r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(ZA − ZL)

r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

]
(.2.2)

La forma standard delle equazioni di collinearitá risulta invece essere

F = (x − x0) + f

[
U

W

]
+ ∆X (.2.3)

G = (y − y0) + f

[
V

W

]
+ ∆Y (.2.4)
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con

U = r11(XA − XL) + r12(YA − YL) + r13(ZA − ZL)

V = r21(XA − XL) + r22(YA − YL) + r23(ZA − ZL)

W = r31(XA − XL) + r32(YA − YL) + r33(ZA − ZL)

(.2.5)

e

dx = (x − x0)

dy = (y − y0)

r =
√

(dx2 + dy2)

∆X = (dx r2 K1) + (dx r4 K2) + (dx r6 K3) + (P1 ((2 dx2) + r2)) + (2 P2 dx dy)

∆Y = (dy r2 k1) + (dy r4 K2) + (dy r6 K3) + (2 P1 dx dy) + (P2 ((2 dy2) + r2))
(.2.6)

.2.1 Derivate parziali sui parametri intrinseci ed estrinseci

Le derivate parziali corrispondenti alle due equazione di collinearitá (.2.3) e (.2.4) sui

parametri intrinseci ed estrinseci risultano essere:

∂XL
(F ) = −(

f

W
(r11 − U

W
r31))

∂YL
(F ) = −(

f

W
(r12 − U

W
r32))

∂ZL
(F ) = −(

f

W
(r13 − U

W
r33))

∂f (F ) =
U

W

∂ω(F ) =
f

W
(∂ω(U) − (∂ω(W ))

U

W
)

∂φ(F ) =
f

W
(∂φ(U) − (∂φ(W ))

U

W
)

∂κ(F ) = f
V

W
e
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∂XL
(G) = −(

f

W
(r21 − V

W
r31))

∂YL
(G) = −(

f

W
(r22 − V

W
r32))

∂ZL
(G) = −(

f

W
(r23 − V

W
r33))

∂f (G) =
V

W

∂ω(G) =
f

W
(∂ω(V ) − (∂ω(W ))

V

W
)

∂φ(G) =
f

W
(∂φ(V ) − (∂φ(W ))

V

W
)

∂κ(G) = − f
U

W

(.2.7)

con

∂ω(U) = − r13 (YA − YL) + r12 (ZA − ZL)

∂ω(V ) = − r23 (YA − YL) + r22 (ZA − ZL)

∂ω(W ) = − r33 (YA − YL) + r32 (ZA − ZL)

∂φ(U) = − (ZA − ZL) cos(κ) cos(ω) cos(φ) + (YA − YL) cos(κ) cos(φ) sin(ω)−
− (XA − XL) cos(κ) sin(φ)

∂φ(V ) = − (ZA − ZL) cos(ω) cos(φ) sin(κ) − (YA − YL) cos(φ) sin(κ) sin(ω) +

+ (XA − XL) sin(κ) sin(φ)

∂φ(W ) = − (ZA − ZL) cos(κ) sin(φ) + (YA − YL) sin(φ) sin(ω) +

+ (XA − XL) cos(φ)
(.2.8)

.2.2 Derivate parziali sui parametri ottici

Le derivate parziali corrispondenti alle due equazione di collinearitá (.2.3) e (.2.4) sui

parametri ottici risultano invece essere:
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∂K1(∆X) = dx (dx2 + dy2)

∂K2(∆X) = dx (dx2 + dy2)2

∂K3(∆X) = dx (dx2 + dy2)3

∂P1(∆X) = 3 (dx)2 + (dy)2

∂P2(∆X) = 2 dx dy

∂K1(∆Y ) = dy (dx2 + dy2)

∂K2(∆Y ) = dy (dx2 + dy2)2

∂K3(∆Y ) = dy (dx2 + dy2)3

∂P1(∆Y ) = 2 dx dy

∂P2(∆Y ) = 3 (dy)2 + (dx)2

(.2.9)

e

∂x0(F ) = − 1 − 6 P1 dx − 2 K1 dx2 − K1 (dx2 + dy2) − 4 K2 dx2 (dx2 + dy2)−
− K2 (dx2 + dy2)2 − 6 K3 dx2 (dx2 + dy2)2 − K3 (dx2 + dy2)3 − 2 P2 dy

∂y0(F ) = − 2 P2 dx − 2 P1 dy − 2 K1 dx dy − 4 K2 dx dy (dx2 + dy2)−
− 6 K3 dx dy (dx2 + dy2)2

∂x0(G) = − 2 P2 dx − 2 P1 dy − 2 K1 dx dy − 4 K2 dx dy (dx2 + dy2)−
− 6 K3 dx dy (dx2 + dy2)2

∂y0(G) = − 1 − 2 P1 dx − K1 (dx2 + dy2) − K2 (dx2 + dy2)2 − K3 (dx2 + dy2)3−
− 6 P2 dy − 2 K1 dy2 − 4 K2 dy2 (dx2 + dy2) − 6 K3 dy2 (dx2 + dy2)2

(.2.10)



Appendice B

.1 Introduzione

In questa prima sezione richiamiamo alcuni elementi di algebra lineare propedeutici

alla trattazione svolta nel resto della tesi. Queste considerazioni sono molto impor-

tanti in quanto i programmi sviluppati sono stati fatti in MATLAB, linguaggio di

programmazione molto potente ma dalla trattazione numerica complessa. Verranno

quindi prima analizzati i problemi relativi al calcolo matriciale con MATLAB, per

poi illustare le soluzioni ed i rimedi trovati.

.2 Problematiche numeriche per la risoluzione tra-

mite bundle adjustment

Per poter risolvere il problema del bundle adjustment con il metodo di risoluzione

dei minimi quadrati, dobbiamo prendere in considerazione molte problematiche che

potrebbero sorgere nei vari calcoli che dobbiamo fare.

In primo luogo dobbiamo prendere atto che il programma che usiamo per fare i

conti, in questo caso MATLAB, non ha precisione infinita. Visto che il calcolo delle

derivate parziali nel Bundle Adjustment porta molte volte a numeri molto piccoli,

molto inferiori alla zero e che quindi la moltiplicazione di due numeri cośı fatti porta

ad un risultato ancora piú piccolo, dobbiamo stare attenti a non uscire dalla precisione
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di macchina che, ricordiamo, risulta essere (2.220044 * 10−16). Se, comunque, dovesse

succedere, potremmo non avere conti affidabili con conseguente incongruenza dei dati.

Per risolvere questo problema, ci vengono incontro due funzioni MATLAB. La

prima é la funzione rank, che ci permette di calcolare il rango della matrice A. Se il

rango di A fosse pieno, non ci sarebbero problemi a calcolare l’inverso della matrice,

evitando dunque che la matrice sia singolare. La seconda é la piú importante funzione

rref che ci permette di definire se il sistema é sovradeterminato, confrontando il rango

della matrice con i suoi valori valori singolari.

Se i valori equivalgono, il sistema é risolvibile ed ha un’unica soluzione. Se, invece,

i valori non coincidessero, in questo caso sarebbe piú opportuno riformulare tutto il

sistema togliendo i parametri di troppo.

Infine, sarebbe sempre opportuno risolvere il sistema dei minimi quadrati con la

funzione pinv di MATLAB, soprattutto nel calcolo di sistemi matriciali molto grandi

e, quindi, col alcuni valori singolari molto vicini allo zero, che unisce i vantaggi della

fattorizzazione SVD (con i valori singolari nella diagonale principale), con i vantaggi

della pseudoinversa di Moore-Penrose.

.3 Elementi di analisi delle matrici

Cominciamo a vedere alcune importanti proprietá delle matrici che abbiamo usato

nei nostri programmi.

.3.1 Inversa di una matrice

Una matrice A quadrata di ordine n di dice invertibile (o regolare o non singolare)

se esiste una matrice B quadrata di ordine n tale che AB = B A = I. B viene

chiamata matrice inversa di A e viene indicata con A−1. Una matrice non invertibile

verrá detta singolare.
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Se A é invertibile anche la sua inversa lo é e (A−1)−1 = A. Inoltre, se A e B sono

due matrici invertibili di ordine n anche AB é invertibile e si ha (AB)−1 = B−1A−1.

Possiamo anche dire che una matrice quadrata é invertibile se e solo se i suoi

vettori colonna sono linearmente indipendenti. Chiamiamo trasposta di una matrice

A ∈ Rm χ n la matrice nχ m, denotata con AT , ottenuta scambiando tra di loro le

righe e le colonne di A.

.3.2 Traccia e determinante

Consideriamo una matrice A quadrata di ordine n. La traccia di una matrice é la

somma degli elementi diagonali di A, ossia tr(A) =
∑n

i=1 aii.

Si dice determinante di A lo scalare definito dalla seguente formula:

det(A) =
∑

π

sign(π)a1π1
a2π2

. . . anπn

essendo P = (π = (π1, ..., πn)T ) l’insieme degli n! vettori ottenuti permutando il

vettore degli indici i = (1, ..., n)T e sign(π) uguale ad 1 (rispettivamente -1) se serve

un numero pari (rispettivamente dispari) di scambi per ottenere π da 1.

Valgono inoltre le seguenti proprietá:

det(A) = det(AT ), det(AB) = det(A)det(B), det(A−1) =
1

det(A)

Se inoltre due righe o due colonne di una matrice sono linearmente indipendenti, il

determinante é nullo, mentre lo scambio di due righe (o di due colonne) in una matrice

provoca un cambio di segno del determinante della stessa. Ovviamente il determinante

di una matrice diagonale é dato semplicemente dal prodotto degli elementi diagonali.
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.3.3 Rango di una matrice

Sia A una matrice rettangolare mχ n. Chiamiamo determinante di ordine q estratto

dalla matrice A, il determinante di ogni matrice quadrata di ordine q ottenuta da A

per la soppressione di m− q righe e n− q colonne.

Si dice rango di A (e lo si denota con rank(A)) l’ordine massimo dei determinanti

non nulli estratti da A. Una matrice si dice di rango completo o pieno se rank(A) =

min(m,n).

Osserviamo come il rango di A esprima il massimo numero di vettori colonna di

A linearmente indipendenti, ossia la dimensione del range o immagine di A, definito

come

range(A) = (y ∈ Rm : y = Ax per x ∈ Rn)

A rigore si dovrebbe parlare di rango di A per colonne, per distinguerlo dal rango

di A per righe dato dal massimo numero di vettori riga di A linearmente indipendenti.

Si puó peró dimostrare che il rango per righe ed il rango per colonne sono uguali.

.3.4 Norme matriciali

Una norma matriciale é un’applicazione ‖ ‖ : Rm χ n → R tale che:

‖ A ‖≥ 0∀A ∈ Rm χ ne ‖ A ‖= 0 se e solo se A = 0

‖ α A ‖= |α | ‖ A ‖ ∀α ∈ R, ∀A ∈ Rm χ n

‖ A + B ‖≤‖ A ‖ + ‖ B ‖ ∀A,B ∈ Rm χ n

Diciamo che una norma matriciale ‖ ‖ é sub-moltiplicativa se ∀A ∈ Rm χ n e

∀B ∈ Rm χ q

‖ AB ‖≤‖ A ‖ ‖ B ‖ (.3.1)
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Importanti esempi di norme matriciali indotte sono le cosiddette norme p definite

come

‖ A ‖p = sup
x 6=0

‖ Ax ‖p

‖ x ‖p

(.3.2)

La norma 1 e la norma ∞ sono dette rispettivamente norma delle somme per

colonna e norma delle somme per riga. Vengono calcolate nel seguente modo:

‖ A ‖1 = max
k

n∑
j=1

|ajk|

‖ A ‖∞ = max
j

n∑

k=1

|ajk|
(.3.3)

dove ‖ A ‖1 rappresenta il valore piú alto della somma delle colonne della matrice

A, mentre ‖ A ‖∞ rappresenta il valore piú alto della somma delle righe della matrice

A.

.4 Buona posizione e numero di condizionamento

di un problema

Si consideri il seguente problema astratto: trovare x tale che

F (x, d) = 0 (.4.1)

dove d é l’insieme dei dati da cui dipende la soluzione ed F esprime la relazione

funzionale tra x e d. A seconda del tipo del problema rappresentato nella (.4.1), le

variabili x e d potranno esprimere numeri reali, vettori o funzioni. Tipicamente (.4.1)

viene detto problema diretto se F e d sono dati ed x é incognito, problema inverso se

F e x sono noti e d é incognito, problema di identificazione nel caso in cui x e d sono

dati, mentre la relazione funzionale F é incognita.
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Il problema (.4.1) si dice ben posto se ammette un’unica soluzione x per la quale

dipende con continuitá sui dati. Un problema che non goda della proprietá prece-

dente si dice mal posto o instabile e prima di affrontarne la soluzione numerica é

bene, quando ha senso, regolarizzarlo ovvero trasformarlo in modo opportuno in un

problema ben posto. Non é infatti appropriato pretendere che sia il metodo numerico

a porre rimedio alle patologie di un problema intrinsecamente mal posto.

La dipendenza continua dai dati significa che piccole perturbazioni sui dati deb-

bano riflettersi in piccole variazioni sulla soluzione x. Precisamente, indicando con

δ d una perturbazione ammissibile sui dati e con δ x la conseguente variazione nella

soluzione in modo che si abbia

F (x + δ x, d + δ d) = 0 (.4.2)

allora

∀η > 0, ∃K(η, d) : ‖ δ d ‖< η ⇒‖ δ x ‖≤ K(η, d) ‖ δ d ‖ (.4.3)

La norma usata per i dati e quella per la soluzioni possono non coincidere qualora

x e d denotino diversi tipi di variabile.

Per il problema (.4.1) definiamo come numero di condizionamento relativo il

numero

K(d) = sup
δ d∈D

‖δ x‖
‖x ‖
‖δ d‖
‖ d ‖

(.4.4)

dove D é un intorno dell’origine ed indica l’insieme delle perturbazioni ammissibili

sui dati in corrispondenza dei quali il problema perturbato (.4.2) ha ancora senso. Nel

caso in cui d = 0 o x = 0, sará necessario introdurre il numero di condizionamento

assoluto dato da
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Kabs(d) = sup
δ d in D

‖ δ x ‖
‖ δ d ‖ (.4.5)

Il problema (.4.1) si dirá mal condizionato se K(d) é grande in corrispondenza

di ogni dato d ammissibile. La proprietá di buon condizionamento di un problema é

indipendente dal metodo numerico che verrá usato per risolverlo.

Anche nel caso in cui il numero di condizionamento sia infinito, non é necessaria-

mente vero che il problema sia mal posto: é la formulazione del problema ad essere

mal posta. In effetti esistono problemi ben posti in corrispondenza dei quali il nu-

mero di condizionamento é infinito, ma tali da poter essere riformulati in problemi

equivalenti con un numero di condizionamento finito.

.4.1 Stabilitá dei metodi numerici

Un metodo numerico per la risoluzione approssimata di (.4.1) consisterá, in generale,

nel costruire una successione di problemi approssimati

Fn(xn, dn) = 0 n ≥ 1 (.4.6)

dipendenti da un certo parametro n, con la speranza che xn → x per n → ∞,

ovvero che la soluzione numerica converga alla soluzione esatta. Affinché questo av-

venga, é necessario che dn → d e che Fn approssimi F quando n → ∞. Precisamente,

se il dato d del problema (.4.1) é ammissibile per Fn, di dice che (.4.7) é consistente

se

Fn(x, d) = Fn(x, d) − F (x, d) → 0 per n → ∞ (.4.7)

essendo x la soluzione del problema (.4.1) corrispondente al dato d.

Un metodo é detto fortemente consistente se Fn(x, d) = 0 per ogni valore di n e

non solo per n → ∞.
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Piú in generale non risulteranno fortemente consistenti tutti i metodi numerici

ottenuti dal modello matematico per troncamento di operazioni di passaggio al limite.

.5 Origine degli errori

Se il problema numerico (.4.7) costituisce l’approssimazione del problema matematico

(.4.1) e quest’ultimo a sua volta modella un problema fisico (che indichiamo con PF ),

diremo che (.4.7) é un modello computazionale per PF. In questo processo l’errore

globale, indicato con e, é espresso dalla differenza fra la soluzione effettivamente

calcolata, x̄n, e la soluzione fisica, xf , di cui x fornisce il modello. In tale prospettiva,

e puó essere visto come la somma dell’errore em del modello matematico, espresso da

x− xf , con l’errore ec del modello computazionale, x̄n − x, ovvero e = em + ec.

Si generano naturalmente errori dovuti alla modellazione matematica del proble-

ma fisico in esame, oltre a quelli di cui sono affetti i dati sperimentali. Ci limiteremo

ad osservare che gli errori nei dati possono essere ridotti ricorrendo a procedure sta-

tistiche od a tecniche di filtraggio volte ad eliminare il rumore di cui sono affetti i

dati stessi.

Vi sono poi i cosiddetti errori di troncamento allorché un problema matematico

(in dimensione infinita) viene trasformato in uno di dimensione finita (approssimando

dunque ogni operazione di limite). Infine gli errori di arrotondamento sono dovuti

al fatto che i numeri reali hanno una rappresentazione sul calcolatore con un numero

finito di cifre.

Sia gli errori di troncamento che quelli di arrotondamento sono oggetto di studio

nel calcolo numerico. In particolare, un obiettivo dell’analisi di ogni metodo numerico

é la stima dell’errore di approssimazione, ovvero della distanza fra la soluzione nume-

rica calcolata e la soluzione esatta del problema matematico in esame. Tale distanza

é dovuta sia agli errori di troncamento sia a quelli di arrotondamento.

In generale, possiamo quindi pensare di individuare i seguenti tipi di errore:
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1. errori dovuti al modello, controllabili curando la costruzione del modello mate-

matico;

2. errori nei dati, riconducibili aumentando l’accuratezza nelle misurazioni dei dati

stessi;

3. errori di troncamento, dovuti al fatto che nel modello numerico le operazioni

di passaggio al limite vengono approssimate con operazioni che richiedono un

numero finito di passi;

4. errori di arrotondamento.

Gli errori nei punti 3 e 4 costituiscono l’errore computazionale. Un metodo nu-

merico sará dunque convergente su questo errore puó essere arbitrariamente ridotto

aumentando lo sforzo computazionale. Ovviamente, seppur primario, la convergenza

non é l’unico obiettivo di un metodo numerico, dovendosi coniugare all’accuratezza,

all’affidabilitá ed all’efficienza.

.5.1 Accuratezza

L’accuratezza esprime il fatto che gli errori siano piccoli rispetto ad una tolleranza

fissata. Essa in genere si quantifica attraverso l’ordine di infinitesimo dell’errore

en rispetto al parametro caratteristico della discretizzazione. A questo proposito

notiamo che la precisione del sistema utilizzato per la rappresentazione dei numeri

su un calcolatore nel modello numerico non limita, da un punto di vista teorico,

l’accuratezza.
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.5.2 Affidabilitá

Affidabilitá significa che l’errore totale puó essere assicurato al di sotto di una certa

tolleranza con un margine di probabilitá superiore ad una percentuale prestabili-

ta. Evidentemente un modello numerico sará affidabile soltanto se adeguatamente

verificato, ossia applicato con successo a numerosi casi test.

.5.3 Efficienza

Efficienza significa infine che la complessitá computazionale necessaria per controllare

tale errore (ovvero quantitá di operazioni impiegate e la dimensione della memoria

richiesta) sia la piú bassa possibile.

Con a numero reale ed a∗ una sua approssimazione, possiamo distinguere due

particolari tipi di errore:

• errore assoluto, la quantitá |a− a∗|;

• errore relativo la quantitá |a−a∗|
|a| .

.6 Rappresentazione dei numeri sul calcolatore

Ogni operazione effettuata su un calcolatore risulta affetta da errori di arrotonda-

mento (detti errori di roundoff ). Essi sono dovuti al fatto che su un calcolatore puó

essere rappresentato solo un sottoinsieme finito dell’insieme dei numeri reali.

.6.1 Aritmetica IEC/IEEE

La possibilitá di costruire insiemi di numeri floating-point diversi fra loro per base,

numero di cifre significative e range dell’esponente, ha dato luogo in passato ad una

proliferazione di sistemi numerici. Per porvi rimedio é stato fissato uno standard

che oggi viene quasi universalmente riconosciuto. Esso é stato definito e sviluppato
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nel 1985 dall’Institute of Electrical and Electronics Engineers (in breve, IEEE) come

IEEE standard for binary floating arithmetic e riferito come standard IEEE754. Spe-

cifica il formato, le operazioni, le conversioni fra i diversi formati floating point e quelle

tra i diversi sistemi di numerazione ed il trattamento delle eccezioni. É stato successi-

vamente approvato nel 1989 dall’International Electronical Commission (IEC) come

standard internazionale IEC559 e con tale denominazione é attualmente riconosciu-

to. L’IEC559 prevede due formati per i numeri floating-point : un formato di base,

costituito dai sistemi F (2,24,-125,128) per la singola precisione, e F (2,53,-1021,1024)

per la doppia precisione, entrambi comprendenti anche i numeri denormalizzati, ed

un formato esteso per il quale vengono solo fissati dei limiti.

Per concludere, notiamo che in IEC559 non tutte le sequenza di bit corrispondono

ad un numero reale. Nella tabella seguente riportiamo alcune codifiche particolari che

corrispondono ai valori ± 0, ±∞ ed ai cosiddetti non numeri (brevemente NaN , dal-

l’inglese not a number), corrispondenti ad esempio a 0/0 o ad altre quantitá generate

da operazioni eccezionali.

valore esponente mantissa
±0 L − 1 0
±∞ U + 1 0
NaN U + 1 0

Tabella 1: Codifiche particolari IEC559

.6.2 Arrotondamento di un numero reale nella sua rappre-
sentazione di macchina

Su un calcolatore é disponibile soltanto un sottoinsieme F (β, t, L, U) di R e ció pone

alcuni problemi pratici, primo fra tutti quallo relativo alla rappresentazione in F di

un numero reale x qualsiasi. D’altra parte, anche se x ed y fossero due numeri di
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F , il risultato di un’operazione su di essi potrebbe non appartenere ad F . Bisognerá

dunque definire un’aritmetica anche su F .

L’approccio piú semplice per risolvere il primo problema consiste nell’arrotondare

x ∈ R in modo che il numero arrotondato appartenga ad F . Dato x ∈ R in notazione

posizionale normalizzata, sostituiamo ad x il rappresentante fl(x) in F , definito come

fl(x) = (−1)s(0.a1a2...ãt) βe (.6.1)

ãt =

{
at seat+1 < β

2

at + 1 seat+1 ≥ β
2

(.6.2)

L’applicazione fl : R → F é la piú comunemente utilizzata ed é detta rounding.

Evidentemente fl(x) = x se x ∈ F ed inoltre fl(x) ≤ fl(y) se x ≤ y ∀x, y ∈ R

(proprietá di monotonia).

.6.3 Overflow ed Underflow

Quanto finora scritto vale soltanto per i numeri che hanno esponente e che appartiene

al range di F . Se infatti x ∈ (−∞,−xmax) ∪ (xmax,∞) il valore fl(x) non sarebbe

definito, mentre se x ∈ (−xmin, xmin) l’operazione di rounding é comunque definita.

Nel primo caso, qualora x sia il risultato di un’operazione su numeri di F , si parla

di situazione di overflow, nel secondo caso di underflow (o di graceful underflow

se sono presenti numeri denormalizzati). L’overflow viene gestito dal sistema con

un’interruzione delle operazioni in esecuzione.

Precisione macchina

Se x ∈ R appartiene al range di F , allora
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fl(x) = x(1 + δ) con |δ| ≤ u (.6.3)

essendo

u =
1

2
β1−t =

1

2
εM (.6.4)

la cosiddetta unitá di roundroff (o precisione macchina).

Precisione macchina in Matlab

In ambiente Matlab é possibile ottenere il valore di εM attraverso la variabile di

sistema eps pari a

Figura 13: La variabile di sistema MATLAB eps

.6.4 Operazioni di macchina effettuate in virgola mobile

Sull’insieme dei numeri macchina é definita un’aritmetica analoga, per quanto possi-

bile, all’aritmetica su R. Data una qualsiasi operazione aritmetica ◦ : RxR → R a

due operandi in R, indicheremo con ¯ la corrispondente operazione macchina.

¯ : F xF → F, x ¯ y = fl(fl(x) ◦ fl(y)) (.6.5)

Dalle proprietá dei numeri floating−point ci si puó aspettare che per le operazioni

aritmetiche a due operandi, quando ben definite, valga la seguente proprietá:

∀x, y ∈ F, ∃δ ∈ R : x ¯ y = (x ◦ y)(1 + δ) con |δ| ≤ u (.6.6)



.6 Rappresentazione dei numeri sul calcolatore 126

Di fatto, per poter soddisfare la (.6.6) nel caso in cui ◦ sia l’operatore di sottrazio-

ne, si richiederá un’ipotesi addizionale sulla struttura dei numeri di F , vale a dire la

presenza della cosiddetta cifra di guardia. In particolare, se ◦ é l’operatore di somma,

si trova che ∀ x, y ∈ R

|x ⊕ y − ( x + y ) |
|x + y | ≤ u(1 + u)

|x| + |y|
|x + y| + u (.6.7)

e quindi l’errore relativo associato alla somma sará piccolo, a meno che x + y non

lo sia a sua volta. Un cenno a parte merita perció il caso della somma fra due numeri

vicini in modulo, ma opposti di segno: in tal caso infatti x + y puó essere molto

piccolo senza che i due numeri lo siano, generando i cosiddetti errori di cancellazione.

É importante osservare che, accanto a proprietá dell’aritmetica classica che si

conservano nell’aritmetica floating-point, altre vanno perse. Un esempio é dato dal-

l’associativitá dell’addizione: si dimostra infatti che in generale

x ⊕ (y ⊕ z) 6= (x⊕ y)⊕ z

Indicheremo con flop la singola operazione elementare floating-point, somma, sot-

trazione, moltiplicazione o divisione. Con la convenzione precedentemente adottata,

un prodotto scalare tra due vettori di lunghezza n richiederá 2n-1 flops, un pro-

dotto matrice-vettore (2m-1)n flops se la matrice é nx m ed infine un prodotto

matrice-matrice necessiterá di (2r-1)mn flops se le due matrici sono mx r ed r x n

rispettivamente.

Aritmetica IEC559

Lo standard IEC559 provvede anche a definire un’aritmetica chiusa su F , nel senso

che ogni operazione in essa produce un risultato rappresentabile all’interno del sistema

stesso, non necessariamente coincidente con quello matematicamente atteso.
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eccezione esempi risultato
operazione non valida 0

0
NaN

overflow ±∞
divisione per zero 1

0
±∞

underflow numeri sottonormali

Tabella 2: Risultati per alcune operazioni eccezionali

La presenza di un NaN (Not a Number) in una sequenza di operazioni comporta

automaticamente che il risultato sia un NaN. L’accettazione di questo standard é

attualmente in fase di attuazione.

Segnaliamo che non tutti i sistemi floating-point soddisfano la (.6.6). Uno dei

motivi principali é legato all’assenza della cifra di guardia (o round digit) nella sot-

trazione, ovvero di un extra bit che si attivi a livello di mantissa quando si esegue la

sottrazione fra due numeri floating-point. Un’aritmetica per la quale accade questo

é detta aberrante. In alcuni calcolatori non esiste la cifra di guardia (si preferisce

infatti privilegiare la velocitá di calcolo), anche se la tendenza attuale é di adottare

addirittura due cifre di guardia.

.7 Analisi di stabilitá del problema numerico

Come abbiamo visto prima, abbiamo bisogno che il nostro problema sia ben po-

sto per far si che ammetta un’unica soluzione e che piccole perturbazioni sui dati

influiscano in minima parte sulla soluzione del problema.

In questa sezione intendiamo studiare la stabilitá della soluzione del sistema lineare

Ax = b rispetto alle perturbazioni sui dati A e b. A tale scopo introduciamo il nuovo

sistema reale da risolvere

(A + δ A)(x + δ x) = b + δ b (.7.1)
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che chiameremo sistema perturbato in quanto tutti i dati della matrice A sono

stati arrotondati (per via dell’aritmetica finita della macchina). Naturalmente δ A é

una matrice e δ b é un vettore contenente i coefficienti di perturbazione.

Il problema é quello di stabilire come dipende δ x da δ A e δ b. In questa analisi

non si tiene conto degli errori di arrotondamento introdotti dal processo di calcolo

della soluzione x + δ x.

Sia ‖ v ‖ una norma di vettore e ‖ A ‖ la norma matriciale introdotta. Per ogni

A invertibile definiamo

K(A) = ‖ A ‖ ‖ A−1 ‖ (.7.2)

come suo numero di condizionamento.

Se ‖ δ A ‖< 1
‖A−1 ‖ , allora abbiamo il seguente risultato:

‖ δ x ‖
‖ x ‖ ≤ K(A)

1 − K(A) ‖ δ A ‖
‖A ‖

(‖ δ b ‖
‖ b ‖ +

‖ δ A ‖
‖ A ‖

)
(.7.3)

Se K(A) ∼= 1 si dice che A é ben condizionato e, di conseguenza, il sistema Ax = b

si dice ben condizionato. In tal caso piccole perturbazioni su A e b determinano piccole

variazioni sulla soluzione del sistema. Se invece K(A) À 1 si dice che A é mal

condizionato e si registra una potenziale instabilitá nella risoluzione del sistema per

effetto della perturbazione nei dati. In altri termini, se A é mal condizionata, piccole

perturbazioni di A e/o b possono introdurre un grande errore sulla soluzione x.

Comunque, il buon condizionamento non basta a garantire risultati accurati nel-

la risoluzione di un sistema: sará infatti importante, come giá detto, usare algo-

ritmi stabili. Viceversa, il fatto che una matrice sia mal condizionata non esclude

che per particolari scelte del termine noto il sistema risulti complessivamente ben

condizionato.

Un caso particolare risulta quando δ A = 0. Allora
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1

K(A)

‖ δ b ‖
‖ b ‖ ≤ ‖ δ x ‖

‖ x ‖ ≤ K(A)
‖ δ b ‖
‖ b ‖ (.7.4)

Per poter impiegare la disuguaglianza (.7.3) nell’analisi della propagazione degli

errori di arrotondamento per i metodi diretti, ‖ δ A ‖ e ‖ δ b ‖ dovranno essere

stimati in funzione della dimensione del sistema e delle caratteristiche dell’aritmetica

floating-point usata.

É infatti ragionevole aspettarsi che le perturbazioni indotte da un metodo per la

risoluzione di un sistema lineare siano tali che ‖ δ A ‖≤ γ ‖ A ‖ e ‖ δ b ‖≤ γ ‖ b ‖,
essendo γ un numero positivo che dipende da u, l’unitá di roundoff. In tal caso, la

(.7.3) puó essere completata nel seguente modo.

Siano δ A ∈ Rn χ n e δ b ∈ Rn tali che ‖ δ A ‖≤ γ ‖ A ‖, ‖ δ b ‖≤ γ ‖ b ‖ per

un opportuno γ ∈ R+. Allora, se γ K(A) < 1 si ha

‖ x + δ x ‖
‖ x ‖ ≤ 1 + γ K(A)

1 − γ K(A)
(.7.5)

e

‖ x + δ x ‖
‖ x ‖ ≤ ‖ x ‖

‖ x ‖ +
‖ δ x ‖
‖ x ‖ ≤ 1 +

k(A)

1 − K(A) ‖ δ A ‖
‖A ‖

(
γ ‖ b ‖
‖ b ‖ +

γ ‖ A ‖
‖ A ‖

)

=
1 − γ K(A) + 2 γ K(A)

1 − γ K(A)
(.7.6)

quindi

‖ δ x ‖
‖ x ‖ ≤ 2γ

1 − γ K(A)
K(A) (.7.7)

Se K(A) À 1 l’analisi del residuo puó non essere indicativa dell’errore commesso

sulla soluzione. Ad esempio, indichiamo con x̄ la soluzione calcolata e con r̄ =
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b − Ax̄ il residuo ad essa associato. Se ‖ x − x̄ ‖ é piccolo, allora ‖ r̄ ‖ é piccolo.

Naturalmente l’implicazione opposta sarebbe molto piú utile. A tale riguardo si ha

‖ x − x̄ ‖= ‖ A−1b − A−1(b − r̄) ‖= ‖ A−1r̄ ‖≤ K(A)
‖ r̄ ‖
‖ A ‖ (.7.8)

quindi

‖ x − x̄ ‖
‖ x ‖ ≤ K(A) ‖ r̄ ‖ 1

‖ A ‖ ‖ x ‖ ≤ K(A)
‖ r̄ ‖
‖ b ‖ (.7.9)

Ad un residuo piccolo potrebbe quindi corrispondere un errore grande sulla so-

luzione. É dunque opportuno cercare metodi stabili per la risoluzione del problema

lineare.

.8 Sistemi indeterminati

In questa sezione diamo un significato alla soluzione di un sistema lineare rettan-

golare Ax = b con A ∈ Rm x n sia nel caso sovradeterminato nel quale m > n, sia

nel caso sottodeterminato corrispondente a m < n.

Questa é la soluzione che maggiormente ci interessa in quanto é quella che usiamo

nella risoluzione del bundle adjustment.

Facciamo notare che in generale un sistema sovradeterminato non ha soluzione a

meno che b non sia un elemento del range(A).

Data A ∈ Rm χ n con m ≥ n, b ∈ Rm diciamo che x∗ ∈ Rn é la soluzione del

sistema lineare Ax = b nel senso dei minimi quadrati se

Φ (x∗) = ‖ x∗ − b ‖2
2≤ min

x∈Rn
‖ Ax − b ‖2

2 = min
x∈Rn

Φ(x) (.8.1)

Si tratta dunque di minimizzare il residuo della norma euclidea. La soluzione

del problema (.8.1) puó essere ottenuta imponendo che il gradiente della funzione Φ

definita nella (.8.1) si annulli in x∗. Essendo
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Φ(x) = (Ax − b)T (Ax − b) = xT AT Ax − 2xT AT b + bT b (.8.2)

si trova allora

4Φ (x∗) = 2AT Ax∗ − 2AT b = 0 (.8.3)

da cui si deduce che x∗ deve essere la soluzione del sistema (quadrato)

AT Ax∗ = AT b (.8.4)

noto come sistema delle equazioni normali. Tale sistema é non singolare se A ha

rango pieno. In tal caso, la soluzione nel senso dei minimi quadrati esiste ed é unica.

Per risolvere il sistema (.8.4), essendo B − AT A simmetrica e definita positiva, si

potrebbe usare la fattorizzazione di Cholesky. Tuttavia, il sistema (.8.4) é solitamen-

te mal condizionato; inoltre, a causa degli errori di arrotondamento, nel calcolo di

AT A possono andare perdute cifre significative con conseguente perdita della definita

positivitá o addirittura della non singolaritá della matrice.

É quindi in generale piú conveniente impiegare per la risoluzione del sistema un

altro metodo, la fattorizzazione SV D, quella che usiamo per i nostri studi.

.8.1 Fattorizzazione Singular Value Decomposition (SVD)

Una qualunque matrice puó essere ridotta in forma diagonale tramite pre e post

moltiplicazione per matrici unitarie.

Precisamente sia A ∈ Cm x n. Esistono due matrici unitarie U ∈ Cm x n e V ∈
Cm x n tali che

UHAV =
∑

= diag(σ1, ..., σp) ∈ Cm χ n con p = min(m,n) e σ1 ≥ ... ≥ σp ≥ 0

(.8.5)
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La (.8.5) é detta decomposizione in valori singolari (o Singular Value Decom-

position da cui, in breve, SVD) di A ed i σi(A) sono detti i valori singolari di

A.

Nel caso in cui A sia reale, anche U e V lo saranno e nella (.8.5) UH andrá

sostituita con UT . Si ha la seguente caratterizzazione

σi(A) =
√

λi(AHA), i = 1, ..., n (.8.6)

In effetti dalla (.8.5) si ha che A = U
∑

V H , AH = V
∑

UH e quindi, essendo

U e V unitarie, AHA = V
∑2 V H ovvero λi(A

HA) = λi(
∑2) = (σi(A))2.

Essendo AAH e AHA matrici Hermitiane, le colonne di U (rispettivamente di V ),

dette valori singolari sinistri di A (rispettivamente destri) sono gli autovettori di

AAH (rispettivamente AHA) e, di conseguenza, non sono definiti in modo univoco.

Dalla (.8.6) si ricava che se A ∈ Cm x n é hermitiana con autovalori dati da

λ1, λ2, .... λn, allora i valori singolari di A sono dati dai moduli degli autovalori di

A. Infatti, essendo AAHH = A2, si ha che σi =
√

λ2
i = |λi| per i = 1, ..., n. Per

quanto riguarda il rango, se risulta

σ1 ≥ ... ≥ σr > σr+1 = ... = σp = 0 (.8.7)

allora il rango di A é pari ad r, il nucleo di A é lo spazio generato dai vettori

colonna di V (vr+1, ..., vn), ed il range di A é lo spazio generato dai vettori colonna

di U (u1, ..., ur). Supponiamo infine che il rango di A ∈ Cm χ n sia pari ad r e che A

ammetta una SV D del tipo UHAV =
∑

.

La matrice A† = V
∑† UH é detta pseudoinversa di Moore-Penrose, essendo

†∑
=

(
1

σ1

, . . . ,
1

σr

, 0, ..., 0

)
(.8.8)
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A† viene anche detta inversa generalizzata di A. In effetti se rank(A) = n < m,

allora A† = (AT A)−1AT , mentre se n = m = rank(A), A† = A−1.

.8.2 Fattorizzazione SVD e pseudoinversa in forma normale

Sia A ∈ Rm χ n. Allora l’unica soluzione di (.8.4) é

x∗ = A†b (.8.9)

essendo A† la pseudoinversa di Moore-Penrose di A.

Utilizzando la SV D di A, A = UV T
∑

, il problema (.8.4) é equivalente a cercare

w = V T x tale che w abbia norma euclidea minima e

‖ w
∑

−UT b ‖2
2≤‖ y

∑
−UT b ‖2

2 ∀ y ∈ Rn (.8.10)

Per quanto riguarda la stabilitá del problema, ci limitiamo a far notare che se il

rango di A non é pieno, la soluzione x∗ non é necessariamente una funzione continua

dei dati e piccoli cambiamenti su di essi possono produrne di grandi su x∗.

Nel caso di sistemi sottodeterminati, in cui m < n, se A ha rango massimo si

puó ancora utilizzare la fattorizzazione QR. In particolare, se si opera sulla matrice

trasposta si ottiene la soluzione del sistema con norma euclidea minima. Se invece la

matrice non ha rango massimo, si ricorre nuovamente alla SV D.

Nel caso in cui m = n, si puó evidentemente ancora usare la SV D in alternativa al

MEG (metodo di risoluzione di Gauss) per la risoluzione del sistema lineare Ax = b.

.8.3 Fattorizzazione SVD in MATLAB

La SVD di una matrice A mχ n é data da

A = USV T (.8.11)
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dove U é una matrice ortogonale mχm e V é una matrice nχ n. Se la matrice

A é complessa, allora U e V sono matrici unitarie. In tutti i casi S é una matrice

diagonale mχ n.

Gli elementi diagonali della matrice sono detti valori singolari di A. Normalmente

sono messi in ordine decrescente, cośı che s1 > s2 > s3 > ... > sn.




s1 . . . . . . . . . . . .
... s2 . . . . . . . . .
...

... s3 . . . . . .
...

...
...

. . . . . .
...

...
...

... sn




(.8.12)

Gli algoritmi per computare gli SV D di una matrice sono stati elaborati da Golub

e Van Loan nel 1989.

La SV D di una matrice ha molte importanti applicazioni. Prima di tutto pos-

siamo dire che tramite il comando MATLAB rref possiamo sapere se il sistema ha

un’unica soluzione oppure no. Per fare questo dobbiamo vedere se il rango della matri-

ce equivale al numero dei valori singolari diversi da zero della stessa matrice tramite,

appunto, il comando rref. Se non fossero uguali dovremmo ridurre i parametri.

Cośı che per una matrice 5 χ 5 di rango 3, s4 e s5 dovrebbero essere 0. In pratica,

piuttosto che contare i valori singolari diversi da zero, MATLAB determina i ranghi

dalla SVD contando i numeri piú grandi dei valori singolari rispetto ad alcuni valori

di tolleranza. Questo é un approccio piú realistico per determinare il rango.

La SV D in MATLAB avviene tramite la funzione omonima.
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Figura 14: La funzione di decomposizione MATLAB rref

.8.4 Calcolo della pseudoinversa in MATLAB

Un caso problematico che puó capitare nel calcolo di sistemi matriciali molto grandi

é quando la matrice A non ha rango pieno. In questo caso il sistema dei minimi

quadrati

AT Ax = AT b

e, di riflesso, il calcolo della psudoinversasistema A† data da:

A† = V (ST S)−1ST UT (.8.13)

con V matrice mχ m, U matrice nχn ed S matrice nχm, non é risolvibile in

quanto la matrice ST S non é invertibile a causa dei valori singolari molto vicini ad

uguali a 0.

Per risolvere questo problema MATLAB prende solo r valori sigolari diversi da

zero della matrice in modo che S sia una matrice r χ r dove r é il rango di A. In questo
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Figura 15: La funzione di decomposzione MATLAB svd

modo, con una tolleranza fissata presa a piacere, MATLAB é in grado di risolvere il

sistema.

Tutti questi passaggi, compresa la fattorizzazione SV D ed il calcolo della pseu-

doinversa, sono fatti in automatico da MATLAB tramite la funzione pinv.

Figura 16: Il calcolo della pseudoinversa (pinv) in MATLAB
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