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Riassunto -

e Descrizione della posizione di un robot.

o Dall’ end-effector alla base.

e Osservazioni sulle matrici di trasformazione.
* Introduzione alla cinematica.

e Lacinematicadiretta.

e Lacinematicainversa.

e Cinematicainversa attraverso il Jacobiano.
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Catena cinematica.

Posizione completamente definita dai gradi di liberta (movimenti

concessi dai giunti articolari).

Frame. Sistema di riferimento connesso rigidamente con una parte

del robot.
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{ Tool }
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Il braccio € strumentale nel
posizionamento ed
orientamento dell’ end-effector!

Tool frame viene associato
al’ end-effector.

Il base frame (0 root) e il sistema
di riferimento del robot.

Joint prismatici o rotatori.
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Joints and end-effector

{ Tool }
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?/— sistemadi riferimento
assoluto. In particolare la
posizione dell’ end-effector.
Y
root
X
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Spazi robotici -

« ¥ Joint space. E' lo spazio del parametri liberi.
In questo esempio: a eb.

Cartesian space. E' la end
posizione di punti, cerniere effector
in un sistemadi riferimento

cartesiano, ad esempio il
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Descrizione della posizione -

* Trasformazione da un frame all’ atro.

» Latrasformazione e funzione dei parametri liberi e del
parametri geometrici.

* Trasformazioni tra sistemi di riferimento: rototras azione
espressa mediante matrici affini (trasformazioni matriciali).
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& U &y U
P=RP+T => P =AP & PU e'r(
67, 67,
e, u e, u
ela el

Matrice di rotazione

Vettore di traslazione
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Composizione di trasfor mazioni !

 Sipossono applicare trasformazioni in successione,
moltiplicando in ordine opportuno le matrici.
V" =AA1V = Ay(A1V) =(AA)V
— latrasf. A; viene applicata per primal

* ricordiamo che il prodotto di rotazioni non € commutativo:
R,R; ? R;R,, mentre vae la proprietaassociativa: A,(A;V)
=(AAV.

» Tutteletradazioni, rotazioni evariazioni d scala,
[pOSSONO essere rappresentatain un’ unica matrice.
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Trasfor mazioni inver se !

« Denotiamo le inverse come le matrici affini: T-1, S1, RL.

» Latradazione inversasi ottiene negando i coefficienti di
tradazione.

» Larotazione inversa si ottiene negando |’ angolo di
rotazione. Matrice trasposta. Si puo verificare invertendo il
segno eI’ ordine delle rotazioni:

R=RR R PR =R, R; R,
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atrasformazioneinversain forma matricial!

eX'pl én, f, hy TuU eXpU
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P=RP+T => P'= AP g gn T T Teleq
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elg g0 0 0 1gélq

RTIRP=+RTP' - RTT => P = A1P Proiezione di T sugli assi di arrivo: ;s T

g To| [ Tx F 00Ty +15T, 0€X LU
ué,. u
I s r12Tx + r22Ty + r32Tz f} ZY PA
l Tag| |Malx trgTy +rT, U ez, u
ue u
0 O 1 gela

MatriCe di rotazione (inversa) Vettoré di traslazione (inverso)
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Convenzioni -

u én, r, nz T Uéexpl‘,]

0€e,, U
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é e . u end effector
60 0 0 1p81 ¢ ST
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@D D D D Dy
PN < X
{oNaaY el

T

rP="A¢pP

Trasformazione
Frame di riferimento del framee ne root
del punto framer
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Riassunto -

» Descrizione della posizione di un robot.

e Dall’ end-effector alla base.

e Osservazioni sulle matrici di trasformazione.
* |ntroduzione alla cinematica.

e Lacinematicadiretta.

e Lacinematicainversa.

» Cinematicainversa attraverso il Jacobiano.
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Posizione dei segmenti (1) .

~ *P=[0001]]
Punto espresso nel frame dell’ end-effector.

d effector

Trasformiamo P fino ad

esprimerlo nel sistema di
riferimento assoluto

XYZ: %P,
Y
X root
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Posizione dei segmenti (1) .
eP=[000 1]
PLLIP= "2AeP =11, 0,0, 1]
d effector
& 0 0 1,0
& u
Y PLILA — é 00 Ol:l
@ 0 1 00
(S u
D 0 0 1g
X root
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Posizione dei segmenti (I11) .

o él,cosa U
P=10001] N e 8. . G
& [,9n a
PLLOP= BLIAPLLIP= &
é a
é 1 a
d effector
écosa sina 0 Ou
é o a
Y iy B sina cosa 0 0O
P é 0 0 1 00
e u
X g 0 0 0 1g root
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Posizione dei segmenti (1V) -
o d,cosa +1,0
ep — e ; u
P=[0001] ¥ poLop= oA PLLOP= g -liSna g
¢ 0
é a
e e 1 @
a glicoa o
P/i PLLOP = g’ Ilsnag d effector
: 0y
e 1 0
€l 0 0 I,u
é U
Y PO_10 :go 1 0 Ol;]
P1_10 iﬂ 0 1 Ol;l
e u
S @ 0 0 1 root
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Posizione dei segmenti (V) .

é(l,cosa +1;)cosb - |, sinasinb
-\_Q’PO ABSD _POABS A PO LO € (1,cosa +1,)sinb - I, sina cosh Y
_ABSP =510 A V0P = g 0 H
e u
é 1 i
gllcos(a+b)+looosbg
:g lsin(a +b)- Iosinbg snd effector
¢ 0 f
écos(b) sn(b) O Ou 8, cosa +1 0
sn(b) cos(b) 0 0Y g sna g
e u ¢ o
0 0 1 Ol;I e 1§
u
0 0 0 1
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Posizione dei segmenti (VI) .

ABS_ABSPp ABS ABSA PO ABSP =

él cos(a +b) +l,cosb +T, U
é . ; 1]
_& l;sin(@ +b)- l,sinb +T,,

0 4 nd effector
1

m:D D

(ijl 00 TX@ él,cos(a +b) +1, cosb @
u € |,sin(a +b)- I,sinbY
0 1 0 T - PO_ABSP =€ * 0SNB g
Y ABS ABEA ? YL,j g 0 3
Po-AB e 0 1 O0u 8 1 0

e u

Py 1 ~

X QO 00 u root
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Esempio di calcolo della posizione -

end effector a=b=0
gl cos@a +b)+l,cosh +T, 0 @, +l,+T,0
8 . . ua é U
ABS ABSP= & hSn@+b)-l,snb+T0 & T,
é 0 ua &€ 0 G
é u é g
é 1 g e 1 0
root
Y
X
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Riassunto -

» Descrizione della posizione di un robot.

o Dall’ end-effector alla base.

» Osservazioni sulle matrici di trasformazione.
* Introduzione alla cinematica.

e Lacinematicadiretta.

e Lacinematicainversa.

e Cinematicainversa attraverso il Jacobiano.
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Dall’ end-effector alla base -

« || movimento dell’ end effector viene espresso in funzione della
geometria (lunghezze dei segmenti) e dei parametri liberi (rotazione
del vari segmenti e posizione dellaradice).

* Lerotazioni vengono definite in un sistema di riferimento locale.

* Per ottenere la trasformazione delle coordinate dell’ end-effector da
sistemalocale a sistema globale occorre. ...

ABS_ABS < P1 11,
ABSABSP = ["2ipA  "HIA oA A AP

fattorizzare le matrici di trasformazione.

ABS_ABS A _ ABS_ABS PO_ABS PO_IO P1_10 P11
eA — PO_AB PO_I0 P1_I0 P1| A _eA
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Osservazioni sulle matrici di ‘

trasformazione, A

Il numero di matrici di trasformazione concatenate cresce
spostandosi dall’ end-effector alla base.

A efunzione di:
*Geometria

eParametri liberi ' effector

ABS ABSP = ["R348A THTA RRA RHA TTA P
Ciascuna trasformazione e funzione o di un parametro
geometrico o di un parametro cinematico.
Y
ABS ABSP = [*E3ASSA(T) HHA(b)
roA(ly)  BRA@) PNHA() ] P 0
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Quante matrici di trasfor mazione? !

» Ad ogni grado di liberta & associata una trasformazione.
» Ad ogni link sara associata una trasformazione.
* Ci saranno tante matrici quanti sono i gradi di liberta + link.

* Notazione molto generale (approccio costruttivo).
* Notazione prolissa.
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Descrizione di un link

|potesi:

*Cerniere 2D. » k42 A
*L’asse z & orientato come . =N
Link,

I’ asse di rotazione. v
oL’ asse X & orientato da P, a - X
F)i+l' Joint; ‘

Denavit-Hartenberg notation

NB: 1 grado di gCO_S(le) sn@,.,) O I'H
liberta per iAn _6 sn(d,,,) cosd,,) O 0(J
joint. i+1 e 0 0 1 00

¢ 0 0 0 19

€ 0
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DH notation applicata al nostro esempio -

écos(J;,,)) sndi) O lLu

. iA :g_ Sin(‘]”l) cos(J i+1) 0 03

e o 0 1 00

& 0 0o 0 1§
écosf@a) sn@) 0 lLu
€ g a
PLI oA _& sn@) cos@) O OU
e 0 1 od
& 0 0 0 1
écosp) sin(b) O I,0
e ¥
PO_ABS p —& sin(b) cos(b) O Ol]
P10 —X% y
e 0 0O 1 ou
e a
e O 0 0 1j

Z
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(#) DH notation applicata al nostro esempio (| |-

éCOS(J w) Sn@;,y) O li@
€ g U
_ iA:é'Sn(‘]iﬂ) cosJ.,) O O
+17 e 0 0 1 od
g 0 0 0 1[J P
€ o}

Si suppone che la base del braccio tradi e non ruoti
rispetto all’ ambiente esterno.

€0 00 Tué 00 Ty

Aﬁﬁs;f:go 00 Tygzgo 00 Tyg

- @ 0 1 0uUé 0 1 ou

@0 00 15 00 1§

S < < P11
ABSABSP = ['BARA "WEA BEA B AP

ABS_ABSP — ABSAPO_ABSAPl_IOA)Pe

PO_ABS P1_l0 e

o] ei?ﬁziale.
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Verificare cherisultalatrasfor
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Riassunto !

» Descrizione della posizione di un robot.

» Dal’ end-effector alabase.

e Osservazioni sulle matrici di trasformazione.
 Introduzione alla cinematica.

e Lacinematicadiretta.

e Lacinematicainversa.

» Cinematicainversa attraverso il Jacobiano.
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Generazione del movimento !

Generazione dellatraiettoria
ddl’ end-effector o del joint.

Definizione di un punto di arrivo

edi punti di passaggio (via-
points).

Definizione di pochi punti ed
interpolazione (spline).

Movimento mediante motori che
generano coppie (articolari).

Controllo del movimento mediante retro-azione: controllo di posizione
o controllo di forza.
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Conosco il valore dei joint
(angolo o offset) =
posizione ed orientamento
dell’ end-point.

Conosco laposizione e
I’ orientamento dell’ end-point
=>» devo determinare il valore
del joint.

L a cinematica viene descritta come sequenza di posizioni.

A.A. 2003-2004 20/61

Cinematica direttaeinversa

{ Tool }
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Cinematica inversa

Lo spostamento viene suddiviso in tanti
piccoli spostamenti, per ogni spostamento
elementare s calcola la variazione angolare

richiesta per tutti i joint.
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Riassunto -

» Descrizione della posizione di un robot.

» Dal’ end-effector alabase.

e Osservazioni sulle matrici di trasformazione.
 Introduzione alla cinematica.

e Lacinematicadiretta.

e Lacinematicainversa.

» Cinematicainversa attraverso il Jacobiano.
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La cinematica diretta -

Data una sequenza temporale di angoli, € univocamente determinato lo
spostamento ci ciascun punto dello scheletro.

Laproceduradi calcolo é sequenziale
secondo la gerarchia dei joint, dall’ end-
effector alla base o viceversa.
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Descrizione cinematica dir etta -

él, cos(a +b)+I,cosb +T, u
o ABS ABSp = 2—! sn@+b)-1l,snb +T

é 0 u

g g
end é 1 o
effector

él, cos(a (t)+b (t)) +l,cosb (t) + T, (t) U

ABS ABSP (1) = & 1SN @ () +b(1) - losinb () +T, ()
é 0 a
& 1 0

ABSABSP (t) = f(a (t), b (t), T, (1), T, (t) | 1o, |,)

Sequenzatemporae di [a (t), b (t),T,(t),T,(t) ] = sequenza
temporale di*BSABSP (1),

ghese

“ Descrizione cinematica dir etta (forma -
matriciale)

® él, cos(a +b)+I,cosb +T, U
lL,sin@+b)- l,sinb +T,
0 a

a

1 a

ABS ABSp =
end
effector

@D:(D> > @) D

ABS_ABSp(t): ABS_ABeEA(t) ep

Y ABSABSP, (1) = f,(a (1), b (1), T, (1), T, () |, 1)
ABS_ABSPy (t) =f,(@(t), b (1), T,(t), T, ) [, 11)
- X ABSABSP (1) =f,(@ (1), b (1), T, (1), T, (1) |10, |1)
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Come animare un braccio robotico !

Data la sequenza di angoli (relativi) e possibile determinare istante per
istante la posizione del braccio robotico.

Basta applicare le matrici di trasformazione a partire dallaradice con i
parametri aggiornati. Concatenazione di trasformazioni (stack).

La notazione robotica di Denavit-Hartenberg e concisa e percio
particolarmente apprezzabile.

Perché non s utilizzano gli angoli di rotazione assoluti? Si potrebbero
utilizzare?
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Riassunto !

» Descrizione della posizione di un robot.

o Dall’ end-effector alla base.

e Osservazioni sulle matrici di trasformazione.
* Introduzione alla cinematica

e Lacinematicadiretta.

e Lacinematicainversa.

» Cinematicainversa attraverso il Jacobiano.
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Lacinematica inversa !

Dalla posizione (e orientamento) di end-point agli angoli.

Soluzione diretta
Soluzione linearizzata

Problema sotto-determinato (over-constrained).
Comporg%rlnento stereotipato. Perché?
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Soluzione diretta !
Working space

é
é
7

o P, - nessuna soluzione.
Spaziodi lavoro: L,- L,£YX?+Y2£L, +L, P, - due soluzione.

P;- una soluzione.

A.A. 2003-2004 38/61
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7

\

E’ un problemadi trigonometrial

sCacoloL = /x2+Y?2

«Teoremadi Carnot per calcolare cosg,cos(J,) =(L,” +L," - L?)/(2L.L,)
« Calcolo di cosqgy : cosd ;) =X /X2 +Y?

« Teoremadi Carnot per calcolare cosq: €0sd;) =(L," +L*- L,*)/(2L,L)
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Cerniere3D !

Gus

Collo-3DoF

Cuep

Spalla-3Dof

Gamito-1DoF

Gu
7
/ -,
\x' ¢? Anca-3DoF
C’ G2
¥ 1 soluzioni

Ginocchio-1DoF

NB: gli umani ne scelgono una sola.

Caviglia-2DoF

=

y

Calcolo la cinematica inversa come sequenza di posizioni.
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Caratteristiche della cinematica inver sa !

» Soluzione di equazioni norlineari.

» Workspace (spazio nel quale si pud posizionare |’ end-effector).

» Dexterous workspace. Spazio nel quale s puo posizionare I’ end-
effector con un qualsias orientamento.

» C.N. Per potere raggiungere una certa posizione ed orientamento
nello spazio di lavoro, é che il numero di gradi di liberta dei
segmenti del braccio robotico sia uguale a numero di gradi di
liberta dell’ end-point.

» Soluzione geometrica od analitica complessa da determinare.
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Riassunto !

» Descrizione della posizione di un robot.

» Dal’ end-effector alabase.

e Osservazioni sulle matrici di trasformazione.
 Introduzione alla cinematica

e Lacinematicadiretta.

e Lacinematicainversa.

» Cinematica inversa attraverso il Jacobiano.
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Soluzione differenziale !

Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
P(t) = f(a(t), b(t), T,(®), Tyl o, ).

E’ unaforma complessa a cui non si possono applicare
trasformazioni lineari. Cosa s puo fare?

Linearizzare!
= f PO%Yo)
yO ()Q)) ; y
dy:dy dx+1d—)2/ dx? +...
X =, 2 dx rx
d
Y- Yo :d_?(/x:xoDX

Sviluppo di Taylor arrestato a primo ordine = linearizzazione
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(@) Linearizzazione della funzione posizione !

Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
P(t) = f(a(t), b(r), T, (), Ty®l b, l).
P(t) = £@(®), b(®), T, (0, T, 0] b, 1)
Py(t) = f,(a(t), b(), T, (), TyOl b, 1)
P,(0) = f,@(®), b(®), T4, Ty (Ol b, L)

ABSABSP.(D) = A@(®), b(t), T,(®), Ty(t) | b, 1)[0001]7

él, cos(a (t) + b (t))+1,cosb (t) +T,(t)

esses At) =5 1,8 @ () +b (1) - ,Snb () +T, (0
: 0 v
é u
é 1 G
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11 Jacobiano !

Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
P(t) =f(a(t), b(t), T, (), Ty(Ol b, k).
P(t) = 6@ (), b(®), T, (), T, 0] b, 1)
Py(t) =f,a(t), b(), T,(®), Ty®Ol b, 1)
P,(t) =@ (®), b(®), T4, Ty (Ol b, h).

g
=
2
g

Consideriamo Z, = [a,, by, Ty, Ty il valore
al’istante t, .

S0 10| 1O mo| 8
s éfa |, M, |, M| ﬁikﬂ
- é , D - p
o e SOl mO WO w0 1§
=g B9 T,
P:/ ) sz e fa Z, Tb 7\ T, Z, 1]Ty Z, % _ Tka
k e A e
0| IO O] Ol B g
gl Wl T W] g
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Come vengono trattate le velocita !
Elemento chiave € il Jacobiano, J.
V=JT
Cinematica dell’ Cinematicadei
End-effector Joint
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Esempio di determinazione del Jacobiano !

X =r cos(q)
y =rsin(qg)
VoY
% (X,y) .
J b vV
q éxXu é rsind .
g.u=é {
< &y &rcos
V =Wr  Sonodueespressioni identiche V =JT
V2X1 J2x1 T 1x1
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Osservazioni sul Jacobiano
S0l ol mo mol 8
efa l, T | I, I, &Y
B.- P, e k k - |‘,Eb'bkl:l
L0 Ol O Tl @ kU
PV- P)’k - e "'l:le:Tx_Txku
PZ -P é ﬂa Zy ﬂb Zy ﬂTX Zy 1.[Ty Zy L:jeLETy - Tykg
e < .
oo Ol ROl O @ g
gfa |, T|, I TT, 0
€ k K K zo U

DP(t) = XZ(t), L)DZ(t)
Consideriamo Z(t)= [A(@(t), b(V), T, (1), T,(t)] il valore dei
parametri liberi.
E' un’equazione (matriciae) lineare DZ(t) -> DP(t)

Samo ancora nel dominio della cinematica diretta.

A.A. 2003-2004
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Jacobiano evelocita

dP,(t) = XZ(t), L) dZ(t) > dP.(t)/dt=XZ(), L) dZ(t)/ dt

Consideriamo Z(t)= [A(a(t), b(®), T,(t), T,(t) ] il valore del
parametri liberi.

Vo, ()= (Z(®),L)V,

A.A. 2003-2004 49/61
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Cinematica diretta

PO_ABSp — ABSABS A POLOP =

é (I, cosa +1y)cosb - I, sina sinb +T, 0
g- (I, cosa +l,) sinb - I, sina cosb +Tyg

é 0
e
e

A .A%OOB- 2004
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JZ,L) A+I sina sinb - 1,cosa cosb - |, cosa cosb +l,sinasinb - l,cosb 0 13
g 0 0 0 Of
é lisin@ +b) -l;sin@+b)-l;sinb 1 04
g l,cos@ +b) -l coga+b)-I,cosb O 1u
g o 0 0 09
A.A. 2003-2004 51/61

|| Jacobiano dell’ esempio

é(l,cosa +l,)cosb - [,Snasnb+T, U

ABS_ABS, _ é : : l:l
A= g (lcosa+l)snb -l snacosh +T 5

é 0 a

é a

é 1 0

¢ l;sinacosb- I comsinb -l cosasinb-lsinacosb-Il,sinb 1 0G4
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a=b=0 ea 0u
P-P, €0 0 10 u b - 03
P-P,=gly ~lo-l, 01 “@rx T, U
PR-P, 0 0 00 ngy ykﬂz
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Significato geometrico del Jacobiano
¢ l,sin@ +b) -l sin@+b)-l,sinb 1 0f
JZ,L) =% lcosa +b) -lcosa+b)-l,cosb 0 1j

g O 0
a=b=0

60 0 1 0f
JZ,L) _‘?-l -1, 0 1

go 0 0 of

Vo () =3Z®.L)V, ()
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Cinematica inver sa con Jacobiano !

dP,=XZ L)dzZ = dP,/dt=XZ(t), L)dZ/dt

Consideriamo Z(t)= [A(a(t), b(®), T,(t), T,(t) ] il valore del
parametri liberi.

dz =34z, L) dP,

E’ un sistemalineare: esiste 1, nessuna o ¥ soluzioni.

Sanil numero di gradi di liberta dell’end-point (3).
Sam il numero di parametri liberi del braccio (4).

A.A. 2003-2004 53/61 http:\\homes.dsi. unimi.it\~borghese

| sistemi lineari (m = n) !

dP, =Xz L)dz L =AX

8y Xy +apX, FAX g e F B, X, =
A, Xy FAuX, +8Xs .t A, X, =1,

Sen=m X=AlL Esistelsoluzionesee solose det(A)! 0
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ottengo un’ unica soluzione tramite Jacobiano?

XZ,L)
dP,  é l,sin@+b) -lsin@ +b)-I,sinbu da
dP,, = & 1,cos@ +b) -l,cos@ +b)-1,cosbld db
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Risolubilita -

Esistono dei valori di a eb per cui il sstemanon e

end effector risolubile per alcuni valori di dP.
JZ,L) pera=0
g lsinb - l;SnbThsnbu 571y g

g- I,cosb -1,cosb - Ilcost
Non esiste una soluzione che mi dia
uno spostamento in direzione dP.

E’ possibile spostarsi solamente in
direzione tangenziale.
Verificare con la svd.

root

NB Il valore del Jacobiano eistantaneo.
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Soluzione dei sistemi lineari (m < n) !

AX =L m<n Sistema sotto-parametri zzato.

ATAX =ATL  ATAX = ATL (ATAYHATA)X = (ATA)TATL
Equazioni normali

X =(ATA)TATL dg = (373)-1J7 dPe

dqg étaleper cui | dP, - Jdqg | € minima

dgq =J* dPe J* élapseudo-inversa

Genero il movimento migliore tra quelli che posso generare.
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Soluzione dei sistemi lineari (m > n) !

AX =L m>n Sistema sovra-parametrizzato.

ATAX = ATL  ATAX = ATL (ATAYLATA)X = (ATA)TATL
Equazioni normali

Det(ATA) =0 [UW V] = svd(ATA)

(ATA)L=[VT WL UT

dg = (3T IT dPe = J* dPe

dg ha norma minima tra tutte le possibili soluzioni
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Riassunto -

La cinematicainversa consente di determinare latraiettoria
dei joint, data |a traiettoria desiderata dell’ end- point.

L a soluzione geometrica o analitica e possibile per scheletri
molto semplici.

Per scheletri compless s utilizza una soluzione linearizzata
basato sul Jacobiano. Calcolo della pseudo-inversa.

Possibilitadi polarizzarei joint o il peso dei gradi di liberta.

Sperimentare la soluzione analitica per un problemadi path
planning con i diversi vincoli possibili.
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Rotazione attorno a Rotazione attorno a
P, (angolo b) P, (angolo a)

a posizione dell’ end effector & diversa a parita di rotazione.
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Pianificazione cinematica !

e Problemadi controllo ottimo.

Mintle @- P, ©F+1 &7 Kk *z2)

{z(t)}

Scelta della sequenza di controllo { Z(t)}, tale che:
* Minimizzaladeviazione tra posizione desiderata e reale
’ H 2
del’end point [( P (D)- P, (t)] 2
* Minimizzalaspesaenergeticas  {Z, (t)}

| pesal’importanza dei due obbiettivi.
k pesal’ energia associata al’ attivazione di ogni grado di liberta.

E’ un problema di ottimizzazione non lineare (cf. Reinforcement learning
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