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Conversione da base n a base 10

Consideriamo un numero in base 2 (2 cifre: 0, 1)

Convertiamo in decimale il numero 1101 in base binaria.

!

1-23+1-2240-20+1-2° =8+4+0+1=13,

v

Consideriamo un numero in base 3 (3 cifre: 0, 1, 2)

Convertiamo in decimale il numero 2102 in base ternaria.

e

2:33+1-32+0-31+2-30 =54+9+0+2=65
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Consideriamo un numero in base 16 (16 cifre: da0 aF)

Convertiamo in decimale il numero 1BC8 in base 16.

"\

1-16% + 11-16% + 12-16* + 8-16° =
1-4,096+11-256 + 12-16 + 8- 1=
4,096 + 2,816 + 192 + 8 = 7,112
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(16 cifre: da0aF)

in base 16.

0001

Ox 1
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Consideriamo un numero in base 16

Convertiamo in binario il numero 0x1BC8

.

Y, ,a

Conversione da base Hex a binario ; Al

Cifte Valoi | Equivalenti Valori Fal
esadeoumali | decimali binari posizionali 011
5 T esadecimal decimali
1 1 o 1673 1/4096=0.000 244 140 623
2 2 1o 1672 1/256=0.003 906 25
3 3 ot 167! 1/16=0.062 5
4 4 0100 160 1
5 5 o101 16! 16
é 6 0110 162 256
7 7 U1} 163 4096
g 3 1000 164 63 536
1 B C 8 s 9 1001 167 1048 576
& 10 1010
E 11 1011
o 12 1100
D 13 1101
E 14 1110
F 15 111

1011 1100 1000
1011 1100 1000

B C 8
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16 cifre binarie (4x4)

192 +8 = 7112]y,

= (1%163+11*162+12*161+8*160) |,,= 4096 + 2816 +
10
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N =528
M=....0

528 :2 =264
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R =0 (peso 2°)

Conversione da base 10 a base 2 - | A1)

)
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N =528
528:2 =264
264 :2 =132
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R =0 (peso 2°)
R =0 (peso 2!)

Conversione da base 10 abase2-I1  ° 4
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N =528
528 :2 =264
264 :2 =132
132:2= 66
M=....000
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Conversione da base 10 a base 2 - 111

R =0 (peso 2°)
R =0 (peso 2!)
R =0 (peso 22)
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N =528
528:2 =264
264:2=132
132:2= 66
66:2= 33
M=....0000
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R =0 (peso 2°)
R =0 (peso 2!)
R =0 (peso 2?)
R =0 (peso 2%)

Conversione da base 10 a base 2 - IV 4
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N =528
528 :2 =264
264 :2 =132
132:2= 66
66:2= 33
33:2= 16
M =.... 10000
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Conversione da base 10 a base 2 - V

R =0 (peso 2°)
R =0 (peso 2!)
R =0 (peso 22)
R =0 (peso 23)
R =1 (peso 2*)

15
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N =528
528:2 =264
264 :2=132
132:2 = 66
66:2= 33
33:2=16
16:2=

M=....010000
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R =0 (peso 2°)
R =0 (peso 2!)
R =0 (peso 2?)
R =0 (peso 2%)
R =1 (peso 24)
R =0 (peso 2°)

a .i. o

Conversione da base 10 a base 2 - VI :Z Al
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N =528

528 :2 =264

264 :2 =132

132:2 = 66
66:2= 33
33:2=16
16:2=8
8:2=4

M=....0010000
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R =0 (peso 2°)
R =0 (peso 2!)
R =0 (peso 22)
R =0 (peso 23)
R =1 (peso 2*)
R =0 (peso 2°)
R =0 (peso 26)

Conversione da base 10 abase 2- VIl ° 4
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Conversione da base 10 a base 2 - VII  * 4

N =528

528 :2 =264 R =0 (peso 2°)
264 :2=132 R =0 (peso 2!)
132:2= 66 R =0 (peso 22)
66:2= 33 R =0 (peso 2°)
33:2= 16 R =1 (peso 24)
16:2= 8 R =0 (peso 2°)
8:2= 4 R =0 (peso 2°)
4:2= 2 R =0 (peso 27)

M =....00010000
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Conversione da base 10 a base 2 - IX ﬁ
N =528
528 :2 =264 R =0 (peso 2°)
264 :2=132 R =0 (peso 2!)
132:2= 66 R =0 (peso 22)
66:2= 33 R =0 (peso 23)
33:2= 16 R =1 (peso 2*)
16:2= 8 R =0 (peso 2°)
8:2= 4 R =0 (peso 26)
4:2= 2 R =0 (peso 27)
2:2=1 R =0 (peso 28)
M=....000010000
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Conversione da base 10 a base 2 - X :ZIU

N =528

528 :2 =264 R =0 (peso 29)
264 :2=132 R =0 (peso 2!)
132:2= 66 R =0 (peso 22)
66:2= 33 R =0 (peso 23)
33:2= 16 R =1 (peso 2*)
16:2= R =0 (peso 2°)

8

2= 4 R =0 (peso 26)
2= 2 R =0 (peso 27)
2= 1 R =0 (peso 28)
:2=0 R =1 (peso 2°)

= N B~

M =1000010000=1x24+1x2%==16 +512 =528

15/36
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Conversione da base 10 a base 3 A\
« N=528
528:3=176 R =0 (peso 3°)
176 :3 =58 R =2 (peso 3')
58:3=19 R =1 (peso 32)
19:3=6 R =1 (peso 3%)
6:3=2 R =0 (peso 3*)
2:3=0 R =2 (peso 3°)

M=201120=2x3°+1x 33 +1x3?+2x3!=
2X243 + 1X27 + 1x9 + 2x3 =486 + 27 + 9 + 6 = 528
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Conversione numeri decimali i

I numeri decimali sono i numeri che hanno una parte frazionaria. Sono un (piccolissimo)
sottoinsieme dei numeri reali

Viene convertita separatamente la parte intera e la parte frazionaria.
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Conversione da base 10 a base 2 — parte a5
qu.u

> intera
N = 528,125
528 :2 =264 R =0 (peso 2°)
264 :2=132 R =0 (peso 2!)
132:2= 66 R =0 (peso 22)
66:2= 33 R =0 (peso 23)
33:2= 16 R =1 (peso 2*)
16:2= 8 R =0 (peso 2°)
8:2= 4 R =0 (peso 26)
4:2= 2 R =0 (peso 27)
2:2=1 R =0 (peso 28)
1:2=0 R =1 (peso 29)

M =1000010000=1x2*+1x2°==16+512 =528
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Conversione da base 10 a base 2 — parte a5
ZLU

decimale
N = 528,125
0,125*2=0+0.25 0 (peso 2'1)
0,25*2 =0+0.50 0 (peso 22)
05%2 =1+ 0.\ 1 (peso 2-3)

Non ¢’¢ piu nulla da codificare

M =10 0001 0000,001
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L . . )
Errori di approssimazione '_iz,)_u

Esempio: 10,75;, = 1010,11, Esempio: 10,76,, = 1010,1100001...,

0,76 *2 =>1x21

10:2=>0 0,75 %2 => 1

5:2=>1 (1) 50 *2 => (1),52*2 => 1x27?
2:2=>0 00 => (1),04%2 =>0x2°3
1:2=>1 1) (0),08 %2 => 0x2*
st 1010, (0),16 *2 => 0x2S

(0),32 *2 => 0x2°6

(0),64 *2 => 1x27 (277=0,0078125)
Errori di approssimazione: 1,28 ...........
arrotondamento e troncamento.

Con 7 bit di parte fraz, rappresento:
0,5+0,25+0,0078125 = 0,7578125
Errore = 0,0011875
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Sottrazione di numeri in complemento a 2 :zw

N = (a-b) = (18-21) in base 10 su 8 bit

a=10010 1

o

N Ao
TN NI
on—\rI\IJ-bco
A 0 0 0 XD
I—‘Ogl—‘O

b= 10101

Scrivo a e b su 8 bit. Sono numeri positivi, copro le cifre alla sinistra
del numero con I’estensione del segno (0) e ottengo:

a =10010 => su 8 bit => 0001 0010
b =10101 => su 8 bit => 0001 0101
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A . . N il
) Sottrazione di numeri in complemento a 2 E'A.U

N = (a-b) = (18-21) in base 10 su 8 bit

N = (a-b) =a + (-b) => calcolo —b in complemento a 2:
a =21, su8bit=> 00010101
Complementoal 11101010
Complemento a2 11101011 =-21,,

Eseguo la somma: 0001 0010 +
11101011 =

11111101=-3

1111 1101 => compl a 1 = 0000 0010 => compl a 2: +1 =0000 0011

21+(21)=0
00010101 + 1110 1011 = (1) 0000 0000 = 2" = 28 = 256
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Sommario 41

Esercizi sulla codifica dei numeri binari
Esercizi sulle operazioni con i numeri binary

Codifica IEEE754 dei numeri reali anche in forma
denormalizzata
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Numeri decimali il
rappresentazione in fixed point

Numeri reali per il computer non sono i numeri reali per la matematica!!
E’ meglio chiamarli float (numeri decimali), sono in numero finito.

Dato un certo numero di bit (stringa) per codificare un numero float, esistono due tipi di
codifiche possibili:

Rappresentazione in fixed point.
La virgola ¢ in posizione fissa all’interno della stringa.

Supponiamo di avere una stringa di 8 cifre, con virgola in 3a posizione:
27,35 =+]27,35000

-18,7 = -|18,70000
0,001456 = +|00,00145(6)
928 = +|28,00000 - perdo il 9 delle centianaia
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Numeri decimali W
rappresentazione floating point A

N
Rappresentazione come mantissa + esponente. E :zk ch, = > cB
k=-M

Esempio di rappresentazioni equivalenti:
627,35 =62,735 x 10 = 6,2735 x 102 = 0,62735 x 103 =
102 x (6x10%+ x10-1+7x10-2+3x103+"x10%)

In grassetto viene evidenziata la rappresentazione normalizzata (una
cifra prima della virgola).

+~~ Mantissa (6 + parte frazionaria)

+6,2735x 1 & costituita da 3 componenti

T Esponente
Segno

Vengono rappresentati numeri molto grandi e molto piccoli.

25136 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Standard IEEE 754 (1980) 15

http://stevehollasch.com/cgindex/coding/ieeefloat.ntml

32 bits

' fl
; oat, real
Single — Tgits | 23 bits ] '
: Exponent Fraction
Sign
(1 bit) 64 bits
Double = double
coon [ L1 bits | 52 bits
Exponent Fraction
Figure 2-10  Single-precision and double-precision IEEE 754 floating point formats.

Rappresentazione polarizzata dell’esponente:
Polarizzazione pari a 127 per singola precisione =>
1 viene codificato come 1000 0000.

Polarizzazione pari a 1023 in doppia precisione.
1 viene codificato come 1000 0000 000.
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» Codifica mediante lo standard IEEE 754 25

711
Esempio: N = -10,75,, = -1010,11,
Mantissa (significando)
/
Normalizzazione: =£1,XXXXXX Esempio: -1,01011 x @\
Devo inserire le informazioni di: Sejno Esponente
- Segno
- Mantissa
Parte frazionaria
Esponente (cifre dopo la virgola)
32 bits
i |
Single : .
precision ”78 bits I 23 bits J
E t Fraction . . .
. legate alla codifica binaria
Sign
AA. 2023-2024 21136 http:\borghese.di.unimi.it\

7+ Codifica mediante lo standard IEEE 754 ""}“B
d

32 bits

soe ] —sm ]  Esempio: N = -10,75,, = -1010,11,

precision

Exponent Fraction
Sign

1) Normalizzazione: +1,xxxxxx Esempio: -1,01011 x 23

2) Codifica del segno 1 =- 0=+

3) Calcolo dell’esponente, exp.

4) Completamento della scrittura della parte frazionaria su 23 bit

s| | Exp+127 Parte Frazionaria
[

1] 130 0101100000000000 ............ 00
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Calcolo dell’esponente in notazione il
ZLU

~ polarizzata
Single rznms] 23 bits J Esempio: N = -10,7510 = -1010,112
/ Exponent Fraction — _1’010112 X 23
Sign

Calcolo dell’esponente, €, in rappresentazione polarizzata (si considerano solo 254
esponenti sui 256 possibili, compreso tra -126 e +127):

Codifica Exp effettivo del numero
1111 1111 =255 > Codifica riservata
11111110 =254 >  +127

1000 0010 = 130 +3
1000 0001 = 129 »> +2
1000 0000 = 128 »> +1
Polarizzazione: 01111111 = 127> 0
0111 1110 = 126> -1

00000001 =1 = -126
00000000 =0 =-> Codifica riservata

anzs20 N = 111000 0010 | 0101 1000 0000 0000 0000 000 http:iworghese diunimi.in

Configurazioni notevoli nello Standard 1»{ :
ay

IEEE 754
(. |
Single  ITgis | 23 bits ]
Exponent Fraction
Sign
(1 bit) 64 bits
T 1
Double 6 | 52 bits ]
) Exponent Fraction
Figure 2-10  Single-precision and double-precision IEEE 754 floating point formats.
Configurazioni notevoli:
0 Mantissa: 0 Esponente: 00000000
+o0 Mantissa: 0 Esponente: 11111111.
NaN Mantissa: #0. Esponente: 11111111,

NB Non esiste uno «0» che si possa codificare come 1,yyyy x b2
Range degli esponenti (8 bit): 1--254 =>-126 <exp < +127.

Numeri float: 1.0 x 2126 = 1.175494351x10-38 + 3.402823466x10% =1.1....11 x 217
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Capacita dello Standard IEEE 754 JZ
A1)

32 bits

f
Single — Tg37 23 bits
; / Exponent Fraction

Range degli esponenti (8 bit): 1--254 =>-126 <exp < +127.

Minimo float (in valore assoluto!): 1.0 x 2 -126

Massimo float: 1.1111 1111 1111 1111 1111 111 x 2 *1%7

Capacita di rappresentazione di una variabile float in decimale:
Minimo: 1.175494350822288 x 10~  (1.175494350822288e-038)
Massimo: 3.402823466385289x 1038  (3.402823466385289e+038)

Distanza tra Minimo_float e il float successivo & 2-149

Distanza tra Minimo_float e 0 e 2-126 (1.175494350822288 x 10-38)
Discontinuita tra Minimo_float e zero.

Si puo fare di meglio?

Numero denormalizzato Mantissa: =0 Esponente: 00000000
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Denormalizzazione nello Standard IEEE 754 a5

Esempio di numero denormalizzato: 0,000001 x 2-126 U
32 bits
Single ileilsl 23 bits i

i / Exponent Fraction

Range degli esponenti (8 bit): 1--254 =>-126 <exp < +127.
Minimo float (in valore assoluto!): 1.0 x 2 126 = 1,175494350822288 x 10-38

Tuttavia abbiamo anche la mantissa a disposizione. Se troviamo una codifica per cui possiamo
scrivere 0,0000 0000 0000 0000 00000 001, otteniamo un numero piu piccolo (in valore

assoluto!) pari a : 2(:23-126) = 2-149 (1,401298464324817 x 10'45)
Discontinuita tra Minimo_float e 0 diventa 2-14°, la stessa che ¢ presente tra Minimo_float e il
float successivo.

Configurazioni notevoli:

0 Mantissa: 0 Esponente: 00000000
+00 Mantissa: 0 Esponente: 11111111.
NaN Mantissa: =0. Esponente: 11111111.
Numero denormalizzato Mantissa: =0 Esponente: 00000000

AA. 2023-2024 32136 http:\\borghese.di.unimi.it\




-

5 ,a

Risoluzione della codifica dei reali i

Distanza tra due numeri vicini.

Fixed point: Risoluzione fissa, pari al peso del bit meno significativo.
Esempio su 8 bit: +1111,101 la risoluzione per tutti i numeri sara: 1 x 2-3=0,125

Floating point: Risoluzione relativa fissa, pari al peso del bit meno significativo.
Il bit meno significativo & in 23a posizione in singola precisione => 2-23 ne
consegue che la risoluzione sara 2-23 volte il numero descritto.

Esempi:
100,....... =1,000 x 22 => Larisoluzione sara 28 x 22= 221
1.0x 212 => La risoluzione sara 2-23 x 2-126 = 2-149
15.5 B 4 Tz g 8 15.5
AA. 2023-2024 33/36 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Conversione in IEEE754 A
N = 140,25

Converto in binario: 1000 1100,01
Normalizzo: 1,000110001 x 27

Detemino il segno (+) -> bit di segno =0
Calcolo I’esponente polarizzato su 9 bit (127+7) = 1000 0100
Determino la parte frazionaria su 23 bit= 000110001 0000 ....000

32 bits

f
Single - Tgi | 23 bits
/ Exponent Fraction

AA. 2023-2024 34136 http:\\borghese.di.unimi.it\




Altri formati A

Aggiornamento di IEEE754 del 2008:
16 bit (mezza precisione): 1 bit di segno + 5 bit di esponente (con polarizzazione di 15) e 10 bit
per la parte frazionaria.

128 bit (quadrupla precisione): 1 bit di segno + 15 bit di esponente (con una polarizzazione di
262.143) + 112 bit per la parte frazionaria.

Operazioni di machine learning non richiedono una precisione di 23 bit sulla parte frazionaria.

* L’output della moltiplicazione di matrici e le some interne devono rimanere su 32 bit (fp32).

* L’esponente su 5 bit dei numeri su 16 bit (fp16) in input alla moltiplicazione di matrici
induce ad errori di calcolo, producendo numeri al di fuori dell’intervallo codificato, che ¢
stretto; questo verrebbe evitato utilizzando il formato fp32.

« Lariduzione della dimensione della mantissa dei numeri in input alla moltiplicazione di
matrici dai 23 bit del formato fp32 a 7 bit non riduce significativamente I’accuratezza.

Il risultato é stata la definizione del formato Brain floating (bf16) proposto da Google, il quale

mantiene la stessa codifica del formato fp32 per I’esponente, su 8 bit, ma taglia la mantissa a 7

bit. Quindi: 1 bit di segno + 8 hit di esponente (con polarizzazione di 127) + 7 bit di parte

frazionaria.
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Sommario A

Sistema di numerazione binario

Rappresentazione binaria dell’ Informazione

Conversione in e da un numero binario

Operazioni elementari su numeri binari: somma, sottrazione
I numeri decimali

Codifica IEEE754 dei numeri reali anche in forma
denormalizzata.
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