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Sommario 1)

* Divisione intera
« Somma in virgola mobile
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Implementazione circuitale 1l

. . . . . 70
gli stessi attori della moltiplicazione

A - moltiplicando (shift a sx), 64 bit

v B — moltiplicatore, 32 bit

ALU 64

P — Prodotto, 64 bit
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Algoritmi per la moltiplicazione plll
Moltiplicando 1101 1x
Il razionale degli algoritmi firmware della o
moltiplicazione & il seguente. Moltiplicatore 101=
Si analizzano sequenzialmente i bit del 11011+

moltiplicatore e:

————— 00000-

1) Simette 0 nella posizione opportuna (se
il bit analizzato del moltiplicatore = 0).

2) Si mette una copia del moltiplicando

nella posizione opportuna (seilbit ____ 11011- -
analizzato del moltiplicatore € = 1).

Prodotto 10000111

La moltiplicazione viene effettuata come somme sssive,
con peso crescente, di uno tra i 2 valori: {moltphdo, 0}
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La divisione decimale

Dividendo Divisore
\ — /g/ Quoziente
2516:12=20
116
8

\ Resto

Dividendo = Divisore * Quoziente (quoto) + Resto
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La divisione decimale

2516:12 = 0209

12x0=0=
25- . -d d —_ .. * .
19%2 = 24= Dividendo = Divisore * Quoziente (quoto) + Resto
11-
12x0= 0=
12x9= 1B-
108 =
8 Resto
AA. 2013-2014 6/47
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La divisione decimale::algoritmo gl

Passo1l) 2516:0012 2@ Il 12 nel 2 ci sta 0 volte.
-0 12x0=0

2 Resto parziale - |
Passo2) 25 Considero il 5 del divisore e l@affo al resto parziale. Il
12 nel 25 ci sta 2 volte.

24 12x2=24

1 Resto parziale - Il
Passo3) 11 Considero I'1 del dividendo aff@anco al resto parziale.
Il 12 nell’11 ci sta O volte.
-0 12x0=0

11 Resto parziale — Il
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La divisione tra numeri binari A

Divisione decimale fra i numeria=1.001.010eb600 a:b="?
1001010:1000=1 Dividendo : Divisore 74 : 8 =ébtp 2
1000-

1001010: 1000 = 1001 Quoziente
1000-

1010 Resto parziale

1000-

10 Resto Dividendo = Quoziente x Divisore + Resto
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Confronto tra moltiplicazione e divisione _&b

» La moltiplicazione opera per somme successive di quantita
pesate con peso crescente.

» La sottrazione opera erodendo dal dividendo somme
successive di quantita pesate con peso decrescente.
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Confronto tra divisione tra numeri binari e “%;

decimali

In DECIMALE:

Ad ogni passo devo verificare QUANTE VOLTE il regtarziale contiene il divisore. Il
risultato € un numero chevada0a9={0,1,2,3,6, 7,8, 9}

In BINARIO:

Ad ogni passo devo verificare SE il resto parz@etiene il divisore. Ovverosia se lo
contiene 0 0 1 volta. Il risultato € un numero phé valere {0, 1}.

In DECIMALE:

Il numero che viene sottratto al resto parzialé@naito moltiplicando il divisore per una
delle cifre da 0 a 9.

In BINARIO:

Il numero che viene sottratto al resto parziale gsgere solamente 0 o il DIVISORE
stesso

In entrambi i casi il quoziente si forma dalla &ifriu significativa, cioé da sinistra a destra.
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Peculiarita della divisione ALl

* Come rappresento la condizione “il divisore & eonto nel resto parziale™?

Esempi:
10 (resto parziale) non € contenuto in 1000 (dieso
1001 (resto parziale € contenuto in 1000 (divisore)

Per tentativo.

Eseguo la sottrazione.
Risultato >= 02 il resto parziale &€ contenuto nel divisore.

Risultato < 0> il resto parziale non & contenuto nel divisorei{egiccolo
del divisore).

Osserviamo che nel secondo caso abbiamo fattcaitarena sottrazione che non
avremmo dovuto effettuare.

NB il calcolatore non puo sapere se il resto p&ziantiene il divisore fino a quando non
ha effettuato la sottrazione.
AA. 2013-2014 11/47 http:\\borghese.di.unimi.it!

La divisione tra numeri binari yll)

Divisione decimale fra i numeri a0 1010e b =0001000 a:b=7? 74 . 8=7

Nel primo passaggio allineo il divisore con la paiifra significativa (=1) del dividendo.

000 000100 1010 - 000 000100 1010 + (Resto parziale = dividendo)-divisore % 2
000100 MO 0000 = 111100 MO 0000=

111100100 1010 111 100 100 1010 (= 1438| Nuovo resto parziale
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o : 4
Note e strategia di implementazione _i&b

| bit del dividendo vengono analizzati da sx altigivisore viene spostato verso dx di 1 bit
ad ogni passo.

Il quoziente cresce dal bit piu significativo verkbit meno significativo. Cresce verso dx.

All'inizio il divisore ¢é allineato alla sinistra didividendo: le cifre del dividendo sono
allineate agli 0 del divisore e gli 0 del dividergtmo allineati alle cifre del divisore.

Ci sono N+1 passi di divisione, il primo dara seenfre si potrebbe omettere.

Occorre quindi effettuare:
Shift quoziente a sx ad ogni passo.
Scrittura di 1 o 0 nel registro quoziente.
Shift del divisore verso dx ad ogni passo..

Utilizzo un unico registro per dividendo e resto.
Considero il primo resto parziale uguale al dividefinizializzazione).
Il primo passo sara “a vuoto” perché produrra senguoziente 0.
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NS

Inizializzazione: Resto = [0 | Dividendo]

-

Divisore = [Divisore | 0]

Quoziente = 0 1. Subiract the Divisor register from the
k=0 Remaindsr register and place the
resultin the Remainder register

Remainderz o Remairder < o

:8uoIsINGg |

2a. Bhift the Quotient rgisker to the lsft, 2b. Restors the original value by adding
s=tting the new rightmost bit to 1 the Divisor register to the Remaindsr
register and placing the sum in the
Femairder register. Also shift the
Quuctient ragister to the left, setting the
niew least sigrifisant bit & 0

3. Bhiftthe Divisor regiser right 1 bit |

g z< Jad owobje
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Il circuito firmware della divisione il

Inizializzazione: Resto = 0 | Dividendo
_-..
Divisor
Shift right
64 bits
| Y <
A4 sub, add
) Quotient
64-bit ALU Shift left
32 bits
Remainder Control Shift left
Write test Write {0, 1}
64 bits f 1 bit (segno)
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Esempio A
Divisione decimale frainumeria=7eb =2 :ba="?
Inizializzo il divisore alla sinistra delle quattedre significative. La prima cifra del
quoziente sara sempre 0.
———m
Initial values 0000 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 @110 0111
1 2b: Rem < 0 = +Div,sll Q,Q0 = 0 0000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 - 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 00010000 | (@111 0111
2 2b: Rem < 0 => +Div, sll Q,Q0 =0 0000 D000 0111
3: Shift Div right 0000 0000 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 0000 1000 @144 1114
3 2b: Rem < 0 => +Div, sll Q,Q0 = 0 0000 0000 1000 00 0111
3: Shift Div right 0000 0000 0100 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 00000100 | (@000 0011
4 2a: Rem=0=sl1Q,Q0=1 0001 0000 0100 0000 0011
3: Shift Div right 0001 0000 0010 0000 0011
1: Rem = Rem — Div 0001 0000 0010 | @000 0001
5 2a: Rem=0=sl1Q,Q0=1 0011 0000 0010 0000 0001
3: Shift Div right 0011 0000 0001
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Esempio —step 1

Il resto parziale é inizializzato a: [0 | dividefd@000 0111

0000 : 0010= Il divisore non & contenuto nel resto parziale
-00100000

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo ledihza tra:

0000 - 7 - Resto parziale
00100000 = 32 = 2% Divisore allineato al di fuori e alla sx dei 4 dbi¢l dividendo.
11100111+ -25 <0
0010 0000= Quoziente al passo 1: 0
_____________ Storno la sottrazione
0000 0111 +7
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1)

Esempio — step 2
Il resto parziale & ancora uguale al dividendo:000011

0000 : 0010= Il divisore (0001 0000) non & contenuto nel rgsiziale
-0001 MO0

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo lEedihza tra:

0000 - 7 - Resto parziale
0001 000 = 16 = 2*®- Divisore allineato al MSB dei 4 bit del dividendo.

11110111+ 9+ <0
0001 0000= 16

0000 0111 +7
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Quoziente al passo 2: 00
Storno ancora la sottrazione




Esempio — step 3 dll

Il resto parziale & ancora uguale al dividendo:000D11

0000 : 0010= Il divisore (0000 1000) non & contenuto nel rgstziale (0111)
-0000 1100

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo ledihza tra:

0000 - 7 - Resto parziale
0000 10 = 8 =2 * Z- Divisore allineato al terzo dei 4 bit del dividend
11111111+ 18 <0 Quoziente al passo 3: 000
0000 1000= +8 Storno ancora la sottrazione
0000 0111 +7
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Esempio —step 4 Ali)

Il resto parziale & ancora uguale al dividendo:000011

0000 : 0010= Il divisore (0000 00108 contenuto nel resto parziale
-0000 01M®

0001 >0

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo lEedihza tra:

0000 - Resto parziale
0000 01 = Divisore allineato al secondo dei 4 bit del dendo.
0000 0011 3 E’ il nuovo resto parziale 7 — 122 3

Quoziente al passo 4: 0001
Non storno la sottrazione.
Il resto non € piu uguale al dividendo.
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Esempio — step 5 dl
Il resto parziale = 0000 0011

00000111:0010= Il divisore (0010k contenuto nel resto parziale
-00000010

0001 >0

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo Igedihza tra:

00000011— Resto parziale
00000010= Divisore allineato LSB dei 4 bit del dividendo.
00000001 h E’ il nuovo resto parziale 3—1*2=1 RESTO FINALE
Quoziente al passo 5: 00011
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2

1. Subtract the Divisor register from the
Remaindsr register and placs the
resultin the Remainder register

Remainderz o Remairder < o

2a. Bhift the Quotient rgisker to the lsft, 2b. Restors the original value by adding
s=tting the new rightmost bit to 1 the Divisor regizter to the Remairder
register and placing the sum in the
Remainder register, Also shift the
Quuctient ragister to the left, setting the
niew least sigrifisant bit & 0

3. Bhiftthe Divisor regiser right 1 bit |

owlioBe ::auoIsIAIg
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Inizializzazione: Resto = Dividendo dll

1. Subtract the Divisor register from the
Femainder register and placs the
resultin the Remainder register

-1000

Remainderz o Remairder <o

2a, Shiftthe Quctisnt egiser to the lsft, 2b. Restor the original value by adding
s=tting the new rightmest bit to 1 the Civisor register to the Remairder
register ard placing the sum inthe
Femairder register. Alzo shift the
Cluctient register to the left, sstting the
new least sigrificant bit 1 0

:3UOISIAIQ

5. Shiftthe Divisor regiskr right 1 bit |

T ossed
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Inizializzazione: Resto = Dividendo dll

1. Subtract the Divisor register from the
Remaindsr register and placs the
resultin the Remainder register

1001010: 1000 =

-1000-
__________ Remainderz o Remairder < o
1010 g.
-1000 2a. Bhift the Quotient register to the |sft, 2b. Restor= the original value by adding rr
__________ s=tting the new rightmost bit to 1 the Divisor regizter to the Remairder Q_
register and placing the sum in the O
<0 Remairder register. Also shift the S
Quuctient ragister to the left, setting the
niew least sigrifisant bit & 0 CD
I T

3. Bhiftthe Divisor regiser right 1 bit |

Z ossed
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Inizializzazione: Resto = Dividendo dll

1. Subtract the Divisor register from the
Femainder register and placs the
resultin the Remainder register

1001010: 1000 = 100

-1000-
__________ Remainderz o Remairder < o
1010 Q
-1000 2a. Bhift the Quotiznt register to the s, 2b. Restors the original value by addng a'
__________ s2tling the new rightmest kit to 1 the Civisor register to the Remainder v,
register ard placing the sum inthe O
<0 Remainder register. Also shift the 3
Cluctient register to the left, sstting the
new least sigrificant bit 1 0 CD
| ..
5. Shiftthe Divisor regiskr right 1 bit | n

A.A. 2013-2014
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Inizializzazione: Resto = Dividendo dll

1. Subtract the Divisor register from the
Remaindsr register and placs the
resultin the Remainder register

1001010: 1000 = 100
-1000-

Remainderz o Remairder < o

_1000 2a. Bhift the Quotient rgisker to the lsft, 2b. Restors the original value by adding

s=tting the new rightmost bit to 1 the Divisor regizter to the Remairder

register and placing the sum in the

10 Remainder register, Also shift the

Quuctient ragister to the left, setting the
niew least sigrifisant bit & 0

:3UOISIAIQ

3. Bhiftthe Divisor regiser right 1 bit |

{7 ossed
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Come ottimizzare il circuito della divisione _#b

Il resto si sposta di 1 bit alla volta verso dx nmaane pari al numero di bit della parola.
Possiamo evitare di spostare il resto.

Il divisore si sposta verso dx di un bit ad ogréggae viene sottratto al resto parziale.
Otteniamo lo stesso risultato sgostiamo il resto parziale a sx di un bit ad quasEso.

Il quoziente si sposta verso sx ad ogni passo.

Inizializziamo il resto come RESTO = 0 | DIVIDENDO.
Alla fine avremo: RESTO | QUOZIENTE.

Ad ogni passo sposto il dividendo di una posizioreesx ed inserisco un bit del quoziente.

A.A. 2013-2014 27147 http:\\borghese.di.unimi.it

Il circuito firmware con un’ottimizzazione _#Ab

Inizializzazione: Resto = 0 | Dividendo

—_—
Divisor
32 bits
4 -~
3 b;(ALU sub, add Quotient
Shift left
Shift Left 82 bits
Remainder Control ) Shift left
Write test Write {0, 1}
64 bits i 1 bit (segno)
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Il circuito firmware ottimizzato della _%
... gl
divisione

Inizializzazione: Resto = 0 | Dividendo

Divisor
32 bits All'inizio 0 | Dividendo
Alla fine Resto | Quoziente

Y r
N\ /
32-bit ALU h

\L -
_ / Shift right
Remaind Shift left
Write
64 bits
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Circuito ottimizzato della moltiplicazione :%;

A Moltiplicando,32 bit

32 1 32

1T 32

Moltiplicatore,

Prodotto, 31+ 0 bit

P 32+ 63 bit——

Shift dx
Write

i 32 bit
32 bit ! Suddivisione logica di P, alla prima iterazig
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Un unico circuito per moltiplicazione e %
... gl
divisione

Inizializzazione:

A = Moltiplicando / Divisore
A B = Resto = 0 | Dividendo /
Prodotto | Moltiplicatore

32 bits

A i

\
32-bit ALU h

§ <~

Shift right
B Shift left
Write

64 bits
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Il segno della divisione A

Dividendo = Quoziente x Divisore + Resto

+ + +
+ - - >
) + ) Qual’é il segno del resto?
- - +

Esempio:

+7=+2 x 43 +1

-7 = -2 X +3 - 1 (sarebbe uguale anche a -2*+4 +1!!, ma
cambierebbe il quoziente in funzione del segnaekb!)

+7=-2 x -3 +1

-1=+2 x -3 -1

Osserviamo che il quoziente € positivo se i segbivdsore e Dividendo sono concordi.
Il resto ha il segno del Dividendo.
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Sommario A1)

 Divisione intera
 Somma in virgola mobile
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Codifica in virgola mobile i
Standard IEEE 754 (1980) -
32 bits
Single i| 8 bits | 23 bits j
g Exponent Fraction
(b 64 bits

Dogble i] 11 bits | 52 bits ‘

' Exponent Fraction

Figare 210 Single-precision and double-precision IEEE 754 floating point formats.

Rappresentazione polarizzata dell’esponente:
Polarizzazione pari a 127 per singola precisione =>
1 viene codificato come 1000 0000.

Polarizzazione pari a 1023 in doppia precisione.
1 viene codificato come 1000 0000 000.

AA. 2013-2014 34/47 http:\\borghese.di.unimi.it!




0
=)
i

Esempio di somma in virgola mobile  _&b

a= 9999x1bb= 1,61x16 a+b="?
NB | numeri decimali sono normalizzati.
Una possibilita é:

99,99 +
0,161 =

100,151

100,151> 1,0015 x 18in forma normalizzata
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Algoritmo di somma in virgola mobile - | _#b

1) Trasformare i due numeri in modo che le due
rappresentazioni abbiano la stessa base: allineamento della
virgola. Quale si allinea?

2) Effettuare la somma delle mantisse.

Se il numero risultante € normalizzato termino qui. Altrimenti:

3) Normalizzare il risultato.
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Algoritmo di somma in virgola mobile - Il _&b

1) Trasformareino dei due numeriin modo che le due
rappresentazioni abbiano la stessa base: allineamento della
virgola. Si allinea all'esponente piu alto (denormalizzo il
numero piu piccolo).

2) Effettuare la somma delle mantisse.

Se il numero risultante € normalizzato termino qui. Altrimenti:

3) Normalizzare il risultato.
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Esempio di somma in virgola mobile - Il _#&b

a= 9999x1bb= 1,61x 16 a+b="?
Supponiamo di avere a disposizione 4 cifre perdatiasa e due per I'esponente.

Devo trasformare uno dei numeri, una possibilita e:

9,999 x 16+
0,016 x16=  Perdo un bit perché non rientra nella capaiglla mantissa
10,015 x 16 Il risultato non € piu normalizzato, anche se i dddendi sono normalizzat].

Normalizzazione per ottenere il risultato finale:

10,015 x 16= 1,001 x 18in forma normalizzata.

NB: In questa fase si puo generare la necessitaatimalizzare il numero (passo 3):
Esempio: 9,99999 x 20=> Arrotondo alla cifra piu vicina => 10,00 x3.0
=> Normalizzazione =>10x10
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1)

Interi -> risultato esatto (o overflow)

Numeri decimali -> Spesso occorrono delle approaziomi

. Troncamento (floor): 1,001 x 20(cf. Slide precedente)
. Arrotondamento alla cifra superiore (ceil): 1,002%
. Arrotondamento alla cifra piu vicina: 1,002 X210

IEEE754 prevede 2 bit aggiuntivi nei calcoli pemtemere I'accuratezza.
bit di guardia (guard)
bit di arrotondamento (round)

A.A. 2013-2014 39/47

Approssimazione all
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Esempio: aritmetica in floating point &

accurata

a=2,34 b=0,0256 a+b="? Codifica su 3 cifre mhedii totali.
Approssimazione mediante arrotonda

Senza cifre di arrotondamento devo scrivere:
2,34 +
0,02 =

Con il bit di guardia e di arrotondamento possévece:
2,3400 +
0,0256 =
2,3656
L’arrotondamento finale fornisce per rintrare igife decimali fornisce:2,37
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Inizio

1. Confronta gli esponenti dei due numeri.
Esegui lo scalamento a destra del numero minore
finché il suo esponente non corrisponde
a quello maggiore

!

2: Somma le mantisse

'

3. Normalizza la somma, 0 scalando a destra
ed incrementando I'esponente, o scalando
a sinistra e decrementando |’esponente

Overflow o
underflow?:

Eccezione

<L

4. Arrotonda la mantissa
al numero opportuno di bit

A.A. 2013-2014

E ancora
normalizzato?

41/47
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Il circuito della somma floating point: gli ¢ 1
attori

J

I Segno I Esponente I Mantissa I

l Segno I Esponente I Mantissa

AA. 2013-2014

A

+

B

l Segno I Esponente I

Mantissa

Rappresentazione normalizzata IEEE754

42147
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Il circuito della somma floating point: 24

. . 1)
determinazione dell’esponente comune

ISegnoI Esponente I Mantissa | ISegnoI Esponente I Mantissa |
exp l
exp, V
( MUX_) ALU 8 Confronto degli esponent
Su
Aexp

M Esempio: 9,999 x 20+ 1,61 x 16t="?

1) 1,61x101=0,0161x10" =>Aexp = +2

Exp somma =expl=1
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Il circuito della somma floating point: 24

allineamento delle mantisse e somma ~

ISegnoI Esponente I Mantissa | ISegnoI Esponente I Mantissa |
[ 1 1. 9,999 +
0,0161=

Esempio: 9,999 x TG+ 1,61 x 16t= "7

10,0151

2)9,999x 10"+ 0,0161x 10

«~——— Allineamento

Aexp ;
mantisse

Somma mantisse (2)
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Il circuito della somma floating point:
arrotondamento e normalizzazione

_ij:r.a
7 i]

I Segno I Esponente I

Mantissa |

I Segno ] Esponente |

Mantissa

Somma
Mantisse (2)

Controllo

Normalizzazione

Increment +1

Esponente (3)

Exp
normalizzato

A.A. 2013-2014

Shift dx

1

Normalizzaziong
Mantissa (3)

Circuito arrotondamento

Arrotondamentp

(4)

Esempio: 9,999 x 20 1,61 x 16t =7
2) 9,999x 10t +0,0161x 10t =10,015% 10

Mantissa

3)10,015% 10t =>1,0015% 1?
4)1,0015% 1% =>1,001x 1

animi.it

Le tre linee in blu
contengono lo
stesso segnale di
controllo.

Gestisce anche la
rinormalizzazione:
9,99999 x 18=
10,00 x 16

Gestisce anche i
numeri negativi.

Problemi?

AA. 2013-2014

Circuito della somma floating point

yelll

I Segno, Esponente ]

Mantissa

] lSegnoI Esponente I

Mantissa

ALU piccola
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P=0,5-0,4375 somma binaria con precisione di 4 bit.

A =1,000 x

B=-1,110 x

1) Allineamento di A e B. Trasformo B: -1,110 ¥2-0,1110 x 2

2) Somma delle mantisse: 1,000 + (-0,111) = 0,001 x 2

3) Normalizzazione della somma: 0,001%-21,000 x 2
Controllo di overflow o underflow: -126 -4 < 127.

4) Arrotondamento della somma: 1,000 non lo richiede.

2
2

Esempio

1,000 x 2¢=1/2*=1/16 = 0,0625 c.v.d.
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Espressione in forma normalizzata.
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In quale caso la J
mantissa viene scal
a sx?

In quale caso
I'esponente viene
decrementato?

La rappresentazione
interna, secondo
IEEE 754, prevede 2
bit aggiuntivi: bit di
guardiae bit di
arrotondamento
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Prodotto e divisione in virgola mobile  _&b

¢ Prodotto delle mantisse
¢ Somma degli esponenti
¢ Normalizzazione

« Divisione in virgola mobile = Prodotto di un nurogger il suo inverso.
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Sommario all]

 Divisione intera
« Somma in virgola mobile
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