La cinematica Inversa ed il Jacobiano %

Prof. Alberto Borghese

N.B.: Il diritto di scaricare questo file ¢ riservato solamente agli
studenti regolarmente iscritti al corso di Realta Virtuale.
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Riassunto 7 {8

* Introduzione alla cinematica inversa

* [l Jacobiano

» [ sistemi lineari

* Determinazione dei parametri liberi
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La cinematica diretta A

A.A. 2025-2026 3157 http://borghese.di.unimi.it

La cinematica inversa A

Dalla posizione (e orientamento) di end-point agli angoli.

Problema sotto-determinato (under-constrained).
Comportamento stereotipato. Perché?
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Cinematica inversa e scheletro

Gus

Collo-3DofF

Cuep

Spalla-3DoF

Gamito-1Dol

Guep

Vita-3DoF

Polso-2DoF

kx’ (=] Anca-3DoF

Ginocchio-1DoF

G

oo soluzioni
NB: gli umani ne scelgono una sola.

Calcolo la cinematica inversa come sequenza di posizioni.
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Cinematica diretta all
Il numero di matrici di trasformazione concatenate cresce spostandosi dall’end-effector
alla base creando un’unica matrice di trasformazione A.
N . . cos(a+ ) sin(a+pB) 0 I cos(a+p)+l,cos f+T, o
A ¢ funzione di: —sin(a+8) cos(a+p) 0 —lsin(a+pB)-l,sin B+T,
*Geometria 0 0 1 0
*Parametri liberi 0 0 0 1 end
effector
Q,
S S 0 S P0_10 P1_10 P1_11 A
ABS_ABSP = [A?)o::gs "r0 A P A b AP .
Ciascuna trasformazione ¢ funzione o di un parametro
geometrico o di un parametro cinematico.
v B
ABS_ABS
ABS_ABSP = ['"BARA(T) "s%A(B)
P0_10 .
Ay A "HAdY) ] P
X
Z
A.A. 2025-2026 6/57 http://borghese.di.unimi.it
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Cinematica diretta ¢

Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
APP () = f((t), BO. T(0)., Ty o 1) = Alr) Pe(to)

end
effector

(lycosa(t) +ly) cos B(t) — Ly sina(t) sinB(t) + Tp(t) ]

—(lycos a(t) +lp) sin B(t) — lysina(t)cos B(t) + T, (t)
AP () = 0
1

Dobbiamo trovare i profili temporali dei parametri liberi:

P, ta(®), B(t), T(1), T} = F(l,11,P(t))

Z

E’ una forma complessa, non lineare. Non ¢ possibile invertire la relazione utilizzando
algebra matriciale o forme analitiche. Cosa si puo fare?

A.A. 2025-2026 757 http://borghese.di.unimi.it
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Descrizione cinematica diretta
(forma matriciale)

o licos(a+ fB)+1,cos f+T,
ABS_ABSp— | ~hsin(a+f)—lysin f+1T,
end 0
effector !

ABS_ABSP(t): ABS_ABE A(t) ep

ABSABSP_ (t) = f(cu(t), B(1), T (1), T,(t) | Iy, 1)
ABS_ABSP_ (t) = £, (au(t), B(1), T, (t),T,(t) | 1y, 1,)
. ABS_ABSP, (t) = f,(au(t), B(1), T,(1), T, () |15, 1,)
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Riassunto A

» Introduzione alla cinematica inversa

e [l Jacobiano

» [ sistemi lineari

» Esempi di Jacobiano

* Determinazione dei parametri liberi
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. . . . . L 1
Linearizzazione — 1 variabile 2
V4
ZO = f(Xo) Az
dy = dz 1d?z dx?
zZ = a B X EW X+
X=Xo x=xq
P(x0,0)
_dz dx = _
z=20=- ) x=>z=mx+q
x=xq X Ax
X
dy =f’(x,) dx
Sviluppo di Taylor arrestato al primo ordine = linearizzazione
* Lo sviluppo di Taylor vale nell’intorno di P(x,,z,).
» Si ottiene un’approssimazione a meno di infinitesimi del secondo ordine.
Cosa succede per funzioni di piu variabili ( P(t) = f(a(t), B(1), T,(1), Ty(®)] 1, [)))?
A.A. 2025-2026 10/57 http://borghese.di.unimi.it
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Sviluppo in serie di Taylor di funzioni di %
piu variabili

z=1f(x.y) Superficie nello spazio 3D
0z d +az 4 +1 9%z d2+2622 +6zz a2t
z—2p=— X +—| Y+ =4 — x il y2 b
dx P=P, dy P=P, 2 |dx?| dxdy p=py dy? .
=ro

AT T

TR

R

AR
TR
Lt
s

Parte lineare

11/57 http://borghese.di.unimi.it
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Approssimazione alle differenze finite :%

Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
ABSP(8) = fou(t), B(D), T(0), Ty(0)] 1o, 1)) =45, A(£) Pec(®)

1, cos (a(t)+ B(1)) +1, cos f(t)+T,(1)

ABS_ABSP(f) = ~ksin (@() + B(0) ~ Iy sin B+ T, (1)
0

1

Se definiamo le curve di spostamento dei nostri end-point: Ap,
- ’andamento dei parametri liberi {a(t), B(t), T,(t), T,()} = F*(ly,1;,P(t))

E’ una forma complessa, non lineare. Non ¢ possibile invertire la relazione utilizzando
algebra matriciale o forme analitiche. Cosa si puo fare?

Linearizzare!

12/57 http://borghese.di.unimi.it
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Sistema di equazioni lineari

Consideriamo la trasformazione diretta joint -> end_point.

P(t) = f{out), B(D), T(D), T, (O] 1y, 1))

Px(t) = fx(a(t)7 B(t)! Tx(t)! Ty(t)| 10’ 11)'

Chiamiamo W, =
P(t) = fi(a(®), B(D), T(1), Ty(O] 1y, 1))

0k
:Z 4

Iam Bm Txk7 Tyk]

il valore dei parametri liberi

P,(8) = f(au(®), B(O), T(D), T, (O] 1y, 1))

A.A.2025-2026

13/57

all’istante t,.

Aoy, ABy ATy AT,
a0 af.() a0 ar.()
AP _p _Yx _ x _ x _ x _
xk P-P oa " (a a )+ 0B " (,B B )+ or, . (Tx T, )+ or, . (T) r"k)
of, () o, (0) of, () o, ()
APyk Py_ W= éa " (a_ak)+ 8ﬂ " (ﬂ_ﬂk)+ 6Z " (Tv_Txk)_'_ L, (TV_T,V/\»)
APu PP, =% (a—a )+ 6.‘1;: ’f') (B-B)+ ag_,T(.) (r.-T, )+% (r,-1,)

http://borghese.di.unimi.it
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11 Jacobiano

Consideriamo la trasformazione diretta joint -> end_point.

P(t) = f{ou(®), B(D), T (1), T,(O] 1y, 1))

P(t) =/ (u(®), B(O), (1), Ty(O] 1y, 1))
Py(t) = f(au(®), B(D), (1), T,(O] 1y, 1))
P.(8) =/(a(®), B(D), T(1), Ty(®)] Lo, 1)

Chiamiamo W, = o, By, Ty Tyl il valore dei parametri Jj

.0

14/57

a.(0) a.(0) 9. () _ _
da |y, OB |, oL, or |, T|% %
R R P | -aw
=~y = e
PZ_PZ:: oo Wi & Wi aTA Wi aT} Wi Ty_Ty/f
9. () 9.0 9. () 9.0 | ..
oa |, 0Bl oL, or, |, | -

http://borghese.di.unimi.it
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Caratteristiche del Jacobiano

<&

Contiene le derivate parziali di f(.) rispetto a tutti i parametri liberi.
Le derivate sono calcolate nel “punto di lavoro”.

L’espressione analitica di J vale Vvalore dei parametri liberi, {w}, ma il valore
assunto da J varia in funzione dei parametri liberi.

A.A. 2025-2026 15/57 http://borghese.di.unimi.it

15

Osservazioni sul Jacobiano A

00 KO KO KO .
PP, oa |y, B Ly, T ly, T |, o
p_p | _[O] 00| Ol %Ol |
Yy Yy da |, 0B |, O |, T, we T;—TX
bbbl oo o) o) ano] e
_ da |, 0B |, OTxl|, 0T, "
AP (t
(8 AP (t) = J(W(t,), L)AW(t) AW(t,)

Chiamiamo W, ()= [(a(t), B(t), T,(t), T,(t) ] il valore dei parametri liberi all’istante di tempo k

E’ una rappresentazione implicita (differenziale) del movimento

E’ un’equazione alle differenze (matriciale) lineare, dallo spazio dei parametri liberi a
quello dell’end-point: AW(t) -> AP (t)

Siamo ancora nel dominio della cinematica diretta!

A.A. 2025-2026 16/57 http://borghese.di.unimi.it
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Riassunto

<&

» Introduzione alla cinematica inversa

* [l Jacobiano

e [ sistemi lineari

» Esempi di Jacobiano

* Determinazione dei parametri liberi
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i i a2k
Sistema lineare 2
apx; tap X, t .. aXy=by
Ay X T ay Xyt A,y XN = by {85} — coefficienti in numero N x M
{x;} — incognite, N
{b;} — termini noti, M
JAW = AP
X, tayy X o Ay Xy = by Ax=b
Mx1
I sistemi lineari sono interessanti perche sono manipolabili
con operazioni semplici (algebra delle matrici) Vettore dei
termini noti
Esempio:
3% +2 Xyt e 4xy =5
4%; -2 Xy F e 0.5xy=3 M x N
(Matrice di disegno) .Vettore. delle
ncognite
2%, +3 %X+ oo 3xy=-1 {x} soddisfano tutte le cquazioni
A.A. 2025-2026 18/57 http://borghese.di.unimi.it
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Matrice inversa A
Viene definita per matrici quadrate (N x N):
ATA=1

Esiste ed € unica se det(A) # 0.

Inv(A) e la somma dei prodotti degli elementi di una riga o
colonna per il loro complemento algebrico (formula di Leibniz).

Ax=b=2D2AAx=ATb=D>Ix=Alb=> x=Alb

A.A. 2025-2026 19/57 http://borghese.di.unimi.it
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Risoluzione di un sistema 2x2 i
311X1+a12X2:b1 y:AX
aX;ta,5X, = b, x=Aly
1 a,, —dap

-

det(4)| —a, aq

— * %k
det(A) = a; *ay-a),%ay,

A.A. 2025-2026 20/57 http://borghese.di.unimi.it
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Riassunto

» Introduzione alla cinematica inversa

* [l Jacobiano

» [ sistemi lineari

» Esempi di Jacobiano

* Determinazione dei parametri liberi
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AP=A0Ar

A.A.2025-2026 22/57

Rotazione semplice — cinematica diretta “%;

x(t) =1 cos(6(t))
y(t) = r sin(6(t))

AP v Cinematica inversa: 0(t) = f{x(t), y(t)}

Linearizzazione
[Ax] _ [—rsin@ A8
Ay

rcosf lg_g,

Sono due espressioni equivalenti Vk

http://borghese.di.unimi.it
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Utilizzo del Jacobiano A

x(t) = r cos(0(t))
y(t) =1 sin(6(t))

[ ] [rsm@ A8
rcost lg-g,

i j k —yA@] [—TsinbAb
AP=AO Ar == AP=|0 0 Ab xAQ |=| rcos6A0
x y O 0 0

A.A. 2025-2026 23/57 http://borghese.di.unimi.it
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Esempio di Jacobiano e approssimazione :'Z
x(t) =1 cos(0(t))
y(t) = r sin(6(t))

[ ] [rsmH A8
rcost lg-g,

0,=0

Mi sposto solo lungo y!

—yAf —rsin0AO 0
xA@ |= | rcos0A8 TA6
0 0 0

A.A. 2025-2026 24/57 http://borghese.di.unimi.it
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Determino la cinematica inversa con il %
Jacobiano

—rsinfAog
AP = | rcos6Al8
0
}
APy —APx
A6 = rcos 6 - rsin 6 AO = Afy

A.A. 2025-2026 25/57 http://borghese.di.unimi.it
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Errore indotto dalla linearizzazione nella %
cinematica diretta

rcos@ r% %
l:'f_nom: rsing| — V3 - Pfinom(xfa}If)
0 rOT
_[¥3 .1
Yo) = ST

Ruotada 6 =30 gradi a 6 =60 gradi
A6 =30 gradi = /6

Spostamento ottenuto, AP:

—rsinfAlg rsel |m1"
AP =| rcosOAB | = | v3z|=|V3n
0 "2 | 127

A.A. 2025-2026 26/57 http://borghese.di.unimi.it
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Errore indotto dalla linearizzazione nella %

cinematica diretta -
P 2
: X = 3
—rsindAlg _1_71:2r f_nom( f>Yf) T\/T
AP = 10osOAG | = | vsn 0
0 Ev
0 )= [\/ 3.1 r]
0) T |5 5
(\/ 3 ¢ > 2 2
——-—]r
2 12
=P. + =
P=P;+ AP (1 . m)
27 12)"
0
V3 1
2 12 27 +0,104r
Errore = Py —P; . = <1 V3n \/3> = = [+0.188 r]
- T 0
2tz 7))
0
Errore che si commette muovendosi sulla tangente in P, invece che lungo la corda della circonferenza
A.A. 2025-2026 27157 http://borghese.di.unimi.it
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Cinematica diretta del braccio 7

PO_ABSp— ABSABS A PO_LOp —

(lycosa+1y)cos f—1I sinasin f+T,
—(l cosa+l))sin f—I sinacos B+T,
0
1

ABS_ABSP_(t) = f,(cu(t), B(1), T(£), Ty(t) | 1y, 1)
X ABS_ABSP_ (t) = f,(au(t), B(t), T, (1), T (t) | Iy, 1,)

ABS_ABSP, (t) = f,(au(t), B(1), T,(1), T, () |15, 1,)

A.A. 2025-2026 28/57 http://borghese.di.unimi.it
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La matrice di trasformazione

>0 0Ol FO] IO

oa ly, OBl oLl oT |,
Px_Px
p_p | |90 o, () a9, () o, ()
y y -
Pz_Pz:: oa Wi aﬂ Wi 67—;‘ Wi aTy W,

APty |20 20 Ol 20
ek oa |y, Op |, 0T, w or,

root
AA. 20252026 29/57

gnd effector

http://borghese.di.unimi.it
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Il Jacobiano dell’esempio - Px

licos(a+p)+1,cos f+T,
ABS_ABSp— | ~hsin(a+f)—lysin f+1T,
0
1
0Px _
Ta - —l; sin(a + B)
0Px _ _
Tl = —I;sin(a + B) — lsin(B)
oPx L
dTx
oPx 0
dTy root

Al

gnd effector

http://borghese.di.unimi.it
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Il Jacobiano dell’esempio - Py f

Licos(a+fB)+lcos f+T.

ABS_ABsp_ | ~hsin(a+f)=l;sin f+1T,
0
1

dPy
% = —l1 COS(C! + ,B) gnd effector

dPy

B = —lcos(a + B) — lycos(B)
dPy
dTx
JdPy

dTy root

A.A.2025-2026 31/57 http://borghese.di.unimi.it
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Il Jacobiano dell’esempio

A
licos(a+p)+1,cos f+T,
ABS_ABSp— | ~hsin(a+f)—lysin f+1T,
0
1
—lsin(e+p) —lsin(a+p)-lsmpf 1 0
JOW,L) =| -l cos(a+p) —lcos(a+p)—l,cosf 0 1 gnd effector
0 0 00
11 Jacobiano varia al variare dei parametri liberi
(punto di Lavoro)
root
A.A. 2025-2026 32/57 http://borghese.di.unimi.it
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Osservazioni sul Jacobiano J 4

60| 0] O] w0 A
- da |y, OB |, T |, T, / a-a
p-bp, | -|20] 20 %0 O o
e | T,
b-b, da |y 0p |, OT |, oL |, ror
o0l a0l ol o] |

AP(t) | Oa |y, OB |, OT |, o~ |, ol )

] AW

AP, (t) = J(W(t), L)AW(t)
Chiamiamo W (t)= {(aut), B(1), Ty(t), T,(t) } il valore dei parametri
liberi all’istante di tempo k

E’ un’equazione alle differenze (matriciale) lineare, dallo spazio
dei parametri liberi a quello dell’end-point: AW(t) -> AP (t)

Siamo ancora nel dominio della cinematica diretta!

A.A. 2025-2026 3357 http://borghese.di.unimi.it
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Spostamento: caso particolare - I f
—lsin(e+p) —lsin(a+p)-lsinf 1 0
JW,L) = —lcos(a+p) —lcos(a+pf)—lcosff 0 1

0 0 0 0

Caso particolare: a =3 =0

Wk = {Oa Oa Txka Tyk}

0 0 10
J(Wk,L) ==L L= 0 1
0 0 00
A.A. 2025-2026 34/57 http://borghese.di.unimi.it

34

17



Spostamento: caso particolare - 11 ff

Caso particolare: o =3 =0

0 0 1 0]
JW,L)=|-4 -4~ 0 1
0 0 0 0]

AP, = J(W, (t),L)AW

a—-0
(p=p) [O 0 10 7 p-0
(Py_Pyk): —ly —h=4 0 1 T =Ty
(p-p) L0 o o0 |r-T,
X

AP, AT,

APy = |=lpAa — (I + 11)AB +AT, Mi sposto solo lungo Y

AP, 0 Y Z

A.A. 2025-2026 35/57 http://borghese.di.unimi.it
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Caso semplificato

Elimino 2 gradi di liberta: Tx e Ty e considero solamente il movimento sul piano x,y.

ABS_ABS

PO_ABSpAPS-ABS \ po_Lop — [ﬁx] _ [ (licosa + ly)cosp  —lsina sinf] end
y

—(lycosa + ly)sinf  —lsina cosf| effector

La radice non si sposta rispetto al
sistema di riferimento assoluto.

Y Z

36/57 http://borghese.di.unimi.it
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Il Jacobiano dell’esempio semplificato %

ABSiABgl): P | Uycosa +lg)cosf  —ljsina sinf
Pyl 7 |=(lcosa + ly)sinp  —l sina cosf

—Lsin(a+pB) —lisin(a + B) — lysinB

J(W,L) = —Licos(a+B) —licos(a+ B) —lycosB

37/57

http://borghese.di.unimi.it
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J(W,L) = {

Non tutti gli spostamenti sono possibili
€n

—lsin(a+pf) —Isin(a+p)—I,sinp
—l,cos(ax+f) —Icos(a+p)—1I,cosf

Caso particolare: a =3 =0

W, =10, 0]

A.A.202

WL |

0
_ll_lo

r,) .
SR X

(p-P,) 0
(P-P, )): ~lAa+ (;1O +1)AB Y

} AP, = J(W, (), L)AW |

E’ possibile spostarsi solamente in direzione perpendicolare al
braccio (lungo la perpendicolare al braccio) pero. =3 =0

'_:_]i

effector

At

38
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Working space

AAAARRRRRRV IR,

Spazio di lavoro: L—-L, g Pl<L+L,

A.A.2025-2026 39/57

Soluzione diretta %

Possibili configurazioni:
P, - nessuna soluzione.
P, - due soluzioni.

P, - una soluzione.

http://borghese.di.unimi.it
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Riassunto

» Introduzione alla cinematica inversa

* [l Jacobiano

» [ sistemi lineari

» Esempi di Jacobiano

* Determinazione dei parametri liberi
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A5
Lf‘uil

http://borghese.di.unimi.it
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Cinematica inversa Z 1

Viene definita la traiettoria dell’end-point.

Occorre calcolare le rotazioni (i movimenti)
dei joint.

Lo spostamento viene suddiviso in tanti
piccoli spostamenti, per ogni spostamento
elementare si calcola la variazione angolare o
la traslazione richiesta per tutti i joint.
Lavoriamo sulle variazioni (differenziale).

A.A. 2025-2026 41/57 http://borghese.di.unimi.it
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Determinazione delle variazioni dei e
parametri liberi

A1)

AP (t) = J(W(t), L) AW(t) E’ un sistema lineare

b= A X

b — vettore degli spostamenti desiderati dell’end-point (che vengono forniti dal sistema
di controllo)

X — vettore delle variazioni richieste dei parametric liberi (che non conosciamo)

A —matrice di disegno del problema (che conosciamo se conosciamo la posizione
attuale dello scheletro). A= J(.) vale in un intorno di questa posizione.

La soluzione del sistema lineare &: X =A!b

AW(t) = J(W(®), L' AP(t)

A.A. 2025-2026 42/57 http://borghese.di.unimi.it
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L1 Jacobiano dell’esempio semplificato: determinant%

A ABS 1y [ﬁx] _ [ (cosa + lp)cosp ~lysina sinp APe — J(Wk (t),L)AW
y

—(licosa + ly)sin  —lysina cosp

Consideriamo il caso piano (x,y) e Tx = Ty = 0 e coordinate non omogenee.
—lsin(a+pf) -l sin(a+p)—I,sinp }

JIW,L) = |:_ll cos(a+ ) —1 cos(a+ f)—I,cos 3

nd effector

|J(W, L)| = sin(a + B)cos (a+ B)+1 1 sin(a + fB)cos(S) —
Determinante I*1sin(a + B)cos(a + B) — 1], sin Bcos(a+ f)

‘J(W,L)‘ =/ I sin(a + f)cos(f)—1 [ sin fcos(a + f)

root

A.A. 2025-2026 43/57 http://borghese.di.unimi.it
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Condizioni di singolarita

|J(W,L)| =0*1sin(a + B)cos (a + B)+1 1 sin(a + B)cos(B) —
PP1sin(a + B)cos(a + ) —1,1, sin Bcos(a + )

‘J(W, L)‘ =/ [ sin(a+ f)cos(fB)—1 [ sin fcos(a+ f)

gnd effector

S at+tpP#£0£180 a#0=+180
=
J(')io{ B#0+180 { B#0+180
a+p#90+180 0+ 180
B#90+ 180 B #90+ 180
root In generale, o # 0 + 180. Definisce la frontiera dello spazio di lavoro

44
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Inverso del Jacobiano dell’esempio semplificato %

Caso particolare: a =B =45 - 1,=1,=2

—lLsin(fa+p) -l sin(a+p)—I,sinf
v IW,L) = [— L cos(a+ ) —I cos(a+pf)—I,cos ,8}
|J(W,L)| =/ 1, sin(a+ f)cos(f)—1 1 sin fcos(a + fB)
X

)end effector

J(W,L) =

{—ll cos(a+pfB)—lycos f +Isin(a+p)+], sin/:’}

lJw,L) +1, cos(a + f3) —1 sin(a + )

45/57 http://borghese.di.unimi.it
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A.A.2025-2026

Il Jacobiano: determinante — caso particolare %

lcos(a+f)+1,cos B+T,

~lsin (a+f)~l,sin f+T,
ABS_ABS =

b= 0

gnd effector

Consideriamo il caso piano e Tx =Ty =0

Caso particolare: a = =45 - 1,=1,=2

| —sin(a+p) -~ sin(a+pB)-I,sin B
1‘001 J(W.L) = {— I cos(a+ ) -1 cos(a+pB)—I,cos ﬂ}
APe = J(Wk (t)a L)AW
J([45,45],[2.2]) = {—02 —f—ﬂ det(T) = 2\2

46/57 http://borghese.di.unimi.it
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Inverso del Jacobiano: caso particolare i

Caso particolare: a =B =45 - 1,=1,=2

1 —lcos(a+pf)—I,cos B+ sin(a+fB)+I,sin S
WL = or,n||  +1 costa+p) —I,sin(a + )

link1 (gnd effector

|J(W, L)| =/ I sin(a + f)cos(f)—1 [ sin fcos(a+ f)

y ‘0

O L[, 2] | V2.1
1 _ —2— +242—|=| 2 2 2
J ([45, 45],[2’2]) 2\/5 02 L 2 0 _Q
2
47
Situazione del movimento z 7

Caso particolare: o =p=45 - [;=1,=2

Posizione iniziale del braccio: {\/E, -2- \/E}
Angoli iniziali {a, B} : {45, 45}
Posizione finale desiderata del braccio: {2, -2}
Spostamento desiderato del braccio: 2 -2, \/E}
Angoli finali del braccio associate alla posizione finale desiderata:

{90, 0}

Posizione finale raggiunta: 999
Spostamento del braccio: e

A4

end effector

(@)
A.A. 2025-2026 / 48/57 http://borghese.di.unimi.it
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Calcolo di [Aa, dp] i

Aa| —% g% 2-V2| _[V2 _[ 81028
Aﬁ - — Q —\/E - 1 radianti - 57295 8 gradi
2

0

Angoli iniziali: o = =45 - l,=1,=2  {APx APy}= {2-V2,\2}

Wi, = {45 +81.028; 45 -57.2958} = {126.028; -12.2958}
Angoli finali desiderati: {90, 0}
Posizione iniziale: {\/E, -2- \/E}
[1.1492;—1.4050] Posizione finale ottenuta: {1.1492, -1.4050}

y ‘0,
¢ cp_[heos(@+ B)+iycos f] [ 2#(-0.4025)+2%0.9771 ] [ 11492
—Isin(a+p)—l,sin B| | -2%0.9154-2%(=0.2130)| | —1.4050
A.A. 2025-2026 49/57 http://borghese.di.unimi.it
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Rappresentazione grafica f
Root \
or S
Posizione iniziale
05k Posizione finale
Posizione desiderata end point
A
1.5+
2 I @
25+
3
r r r r r r r r r
1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
A.A. 2025-2026 50/57 http://borghese.di.unimi.it
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R R e

link1

y 0
O

&
i

Verifica della soluzione 4

2] - [

radianti

J([45,45],12,2])

2-42 |
2 ]

Spostamento desiderato del braccio

Caso particolare: o = =45 - 1,=

;=2 AP={2-V2,\2}

A.A.2025-2026 51/57

http://borghese.di.unimi.it
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Posizione finale raggiunta:

Angoli finali prodotti:

A.A.2025-2026 52/57

Situazione del movimento i
osizione iniziale del braccio: {\/5, -2 - \/E}
Angoli iniziali: {45,45}
Posizione finale desiderata del braccio: {2,-2}
Spostamento desiderato del braccio: {2 -2, \/f}
Angoli finali del braccio (non noti all’inizio): {90, 0}

{1.1492, -1.4050}
{126.028; -12.2958}

Posizione iniziale
Posizione finale

Posizione desiderataend_point

http://borghese.di.unimi.it
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Soluzione differenziale :

dll
Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
ADSP (t) = f(ou(t), B(D), To(®), T, (O] 1, 1) = Ab‘f A(t) Pey(t)
1, cos(a(t)+ f(t))+1,cos B(t)+T.(t)
ABS_ABSP (f) = —hsin (a(t)+ B(6) Iy sin B(0)+T, (1)
0
1
“

Dobbiamo trovare i profili temporali dei parametri liberi:

B/. {out), B(1), Ty(1), ()} = F*(ly,1,,Pe(t))
E’ una forma complessa, non lineare. Non ¢ possibile invertire la relazione utilizzando
algebra matriciale o forme analitiche. Cosa si puo fare?
Linearizzare!
A.A. 2025-2026 53157 http://borghese.di.unimi.it
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Perché questa differenza? f
AP (t) = J(W(t), L)AW(t) La linearizzazione introduce un errore. Questo errore ¢
tanto piu piccolo tanto piu € piccolo AP (t)
La soluzione pu¢ introdurre un errore nel caso di sistemi sovradeterminati.
http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese
A.A. 2025-2026 54/57 http://borghese.di.unimi.it
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Caso indeterminato !

JW,L) = {—ll sin(a+B) 1 sin(a+p)—1, sinﬁ}

—lcos(a+p) —Icos(a+pf)—I,cosf

Caso particolare: o= =0| W, =10, 0]

0 AP, = J(W, (0, L)AI|
_11 _lo

Fonrl

Det (J(.))=0  Sistema indeterminato

0
J([0,01,[2.2]) {_ /

P-P_ =0
PP, = -yt — (IyH]) p e -
AA. 20252026 55/57 a=o B=[P-Py))+la]/-(H,)
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Cinematica inversa A

Parto da una configurazione iniziale definite da un certo valore dei parametri di
controllo w,; e da una posizione dell’end-point °P,; = f(w, L)

Ripeto (eventualmente diminuendo il passo di spostamento) per ogni passo k:
1) Identifico AP, dalla posizione corrente verso la posizione finale di °P.
2) Calcolo il Jacobiano con i valori dei parametri correnti, w,.
3) Calcolo, attraverso J, !, il valore Aw, associato (Aw, = J,"' AP,).
4) Calcolo il nuovo valore dei parametri di controllo: wy,; = w, + Aw,.
5) Calcolo il nuovo valore effettivo della posizione dell-end point:
Pyi; = f(wy, + Aw,, L). In generale, °P,,, # P, + AP,.

Fino a quando non arriva a P ..

http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese

A.A. 2025-2026 56/57 http://borghese.di.unimi.it
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Riassunto

» Introduzione alla cinematica inversa

* [l Jacobiano

» [ sistemi lineari

» Esempi di Jacobiano

* Determinazione dei parametri liberi

A.A. 2025-2026 57/57
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