AA. 2021-2022

Stima ai minimi quadrati e cinematica  “%;
inversa — controllo del peso dei joint

N.B.: Il diritto di scaricare questo file e riservato solamente
agli studenti regolarmente iscritti al corso di Realta Virtuale.
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Sommario 20

Piu gradi di liberta che end-point (m < n, sistemi
sottodeterminati)

Soluzione algebrica
Regolarizzazione: privilegio di alcuni parametri di controllo
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I

Cinematica inversa e
Viene definita la traiettoria dell’end-point.
Occorre calcolare le rotazioni (i movimenti)

AP,  deijoint.

Lo spostamento viene suddiviso in tanti
piccoli spostamenti, per ogni spostamento
elementare si calcola la variazione angolare

richiesta per tutti i joint.

3/38 http://borghese.di.unimi.it
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Descrizione cinematica diretta 7
(forma matriciale)

l,cos(a+ B)+1,cos f+T,

ABS_ABSp = | ~hsin(@+ ) —lysin f+T,
end 0
effector 1

ABS_ABSp(t) = ABSABS A(t) ep

ABS ABSP, (t) = f(au(t), B(L), T, (), Ty(t) | Iy, 1)
ABS ABSP (t) = f,(ou(t), B(t), T, (1), Ty (1) | Iy, 1)
ABSABSP (1) = f,(au(t), B(L), T(1), T, (1) | I, I)

4138 http://borghese.di.unimi.it




Cinematica inversa -~

gl
Consideriamo la trasformazione end_point -> joint.
La trasformazione joint -> end_point é:
P(t) = fa(t), B(t), T, Ty Iy, 1)
ABS ABSP (1) = f,(cu(t), B(t). (). T,(6) | 1 1)
ABSABSP (0) = f(a(t), B, T(0, T, (0] 1y, 1)
ABSABSP, (t) = £(cu(t), B(OJT (0, Ty(0) [ 1, 1))
l,cos(a+ p)+1,cos f+T,
ABS_ABSP — —lLsin(a+p)—l,sin B+T,
0
1
Descrizione del movimento alle differenze finite
X —Isin(e+fB) -Lsin(e+B)-l,sing 1 0
JW,L) =
(W.L) —l,cos(e+p) -l cos(e+p)-l,cosp 0 1
Y Z AP, =J AW
AA. 2021-2022 5/38 http://borghese.di.unimi.it
Cinematica inversa i

Parto da una configurazione iniziale definite da un certo valore dei parametri di
controllo w;,; e da una posizione dell’end-point ¢P;; = f(w, L)

Ripeto (eventualmente diminuendo il passo di spostamento) per ogni passo k:
1) Identifico AP, dalla posizione corrente verso la posizione finale di ¢P.
2) Calcolo il Jacobiano con i valori dei parametri correnti, w,.
3) Calcolo, attraverso J, 1, il valore Aw, associato (Aw = J, L AP,).
4) Calcolo il nuovo valore dei parametri di controllo: w,,; = w, + Aw,.
5) Calcolo il nuovo valore effettivo della posizione dell-end point:
®Py.1 = f(w, + Aw,, L). In generale, P, ,; # P, + AP,.

Fino a quando non arriva a Pgpge-

http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese
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Sistema sottodeterminato 2

Sono 2 equazioni in 4 incognite

End point: dP,={X,,Y.}: 2 dof

Parametri di controllo:
s da

. dp

e dT,

. dTy

Esistono o0? modi di spostare I’end-point e
ottenere dP,

Quale scegliamo?

X W) < —Isin(e+B) -Lsin(@+B)-l,sing 1 0
(WL)= —l,cos(a+pB) -l cos(e+p)-l,cosp 0 1
Y Z
AA. 2021-2022 /38 http://borghese.di.unimi.it

Esempio (m =2, n=4) Pl

—I;sinfe+p) —lsin(e+p)-l,sing 1 0
JWL) = {— l,cos(e+pB) -l cos(a+p)—Il,cosp 0O 1}
de/dt
x= (TR I 0= o O
2% 1 dT, /dt
X dT, /dt

Supponiamo: oo = =45° /T, =T,=0 4x1

-1, -l -l;sin4d5 1 0
Jw,L)=| * o
0 —l,cos45 0 1
]‘
Y s 2 2
I, 7 +1],sin 45 -, 0
JT*] = [17+11,sind5 17 +1,/2+21] sin45+1%/2 —1,—l;sin45 —I,cos45
-1, -1, —1,sin 45 1 0
0 —1,cos45 0 1

AA. 2021-2022 8/38 http://borghese.di.unimi.it




Soluzione (m=2, n=4) 4

1,2 1,2 +1,], sin 45 —1, 0

JT*] = L2 +1],sin45 1241 /2+2l] sin45+17/2 -1, —1,sin45 —I,cos45
-1, -1, —1,sin 45 1 0
0 -1, cos45 0 1

x=(JT*])1*JT*p
det(JT*J) = 0
link1

O . .. . . L
O Il sistema € indeterminato, ammette inifinite soluzioni.

\oglio poterne determinare una secondo un qualche criterio ragionevole.

AA. 2021-2022 9/38 http://borghese.di.unimi.it

Sommario f

+ Piu gradi di liberta che end-point (m < n, sistemi
sottodeterminati)

» Soluzione algebrica

» Regolarizzazione: privilegio di alcuni parametri di controllo
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Decomposizione ai valori singolari §

UTWV X=b

/Diagonam

Ortonormale M x N Ortonormale N x N
Determinante = 1 Determinante = 1

Singular Value Decomposition

|

Se A e singolare -> almeno 1 dei w;; = 0.

11/38 http://borghese.di.unimi.it
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Soluzione indeterminata (m=2, n=4)

dll
1,2 I, +1,], sin 45 -, 0
JT*] = L2411 sin45 12+ /2+21) sin45+17/2 —I,—I,sin45 -1, cos45
- -1, —1,—1,sin 45 1 0
0 5 -1, cos45 0 1
det(JT*J) = 0 x= (T *X* JT*p
X ApplicolaSvDal
det(W)=0  (UTWV)=J
w, 0 00
y % W & costituita ad esempio cosi: 0 w, 00
4 (Gli zeri corrispondono ai valori singolari nulli) 0 0 0O
0 0 0O

X = (VXU) JTb

http://borghese.di.unimi.it
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Rank-deficiency nella matrice dei %
coefficienti

AW = (I"*] Y17 AP, AW = V* $\W*U*AP,

Se J e rank-deficient, J**J & singolare.

Il sistema & indeterminato, ma posso determinare ugualmente una soluzione

Si puo facilmente osservare valutando il valore singolare pit piccolo della matrice diagonale
W = diag{wii}.

In questo caso il problema é sovraparametrizzato.

AA. 2021-2022 13/38 http://borghese.di.unimi.it

Soluzione indeterminata (m=2, n=4) @

dlli
1,2 I, +1,], sin 45 ~, 0
JT] = L2411 sin45 12+ /2+21) sin45+17/2 —I,—I,sin45 -1, cos45
-1, -1, —1,sin 45 1 0
0 5 -1, cos45 0 1

det(JT*J)=0 det(W) =0

linkl AW = (JT*J )1 % JT* AP,

AW = (V? *W-1*U) *AP

y %, w, 0 00O
% W € costituita ad esempio cosi: 0 w, 00
Gli zeri corrispondono ai valori singolari nulli 0 0 00O
0 0 0O
Il sistema e indeterminato, ma posso determinare ugualmente una soluzione
AA. 2021-2022 14/38
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Soluzione (M=2, n=4) 5

1’ 1,2 +1,], sin 45 —1, 0

JT*] = L2 +1],sin45 1241 /2+2l] sin45+17/2 -1, —1,sin45 —I,cos45
-, —1,—1,sin 45 1 0
0 -1, cos45 0 1

?
det(W) = 0 Aw = (V’XH*U) *AP

Il sistema e indeterminato, ma posso determinare ugualmente una soluzione

link S ~

x=V{W JuJTb

N/

y % L _ ‘ 1w, 0 00

(o W & costituita ad esempio cosi: 0 1/w, 0 O

0 0 00

0 0 00

Sew;;=0=» Liw; =0
Gli zeri sulla diagonale corrispondono ai valori singolari nulli.

AA. 2021-2022 15/38 http://borghese.di.unimi.it

Soluzione (m=2, n=4) %

1 I, +1,], sin 45 ~, 0

JT*] = L2411 sin45 12+ /2+21) sin45+17/2 —I,—I,sin45 -1, cos45
-1, -1, —1,sin 45 1 0
0 -1, cos45 0 1

=X :
Supponiamo: oo = B =45° /T, =T, =0 det(J7*J) =0

b=1,=2 AP, =1AP, =0

4 4422 -2 0
T = |4+2V2 7+4V2 -2-42 -2
I (WL -2 —2-32 1 0
y % 0 -2 0 1

AA. 2021-2022 16/38 http://borghese.di.unimi.it
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Soluzione (m=2, n=4) f
4 4422 -2 0
4+2\2 7442 —2-2 -2
-2 —2-42 1 0
0 -2 0 1

Supponiamo: oo = =45 /T, =T,=0

Ty = lh=1,=2 AP, =1AP, =0

link1

AA. 2021-2022

>>[U’W V] = svd(J"J)
U=
-0.4469 0.5005 -0.7398
-0.8633 -0.2591 0.3622
0.2234 -0.2502 -0.2432
0.0710 0.7873 0.5122
W=
18.1915 0 0
0 1.4653 0 0
0 0 0.0000 0
0 0 0 0.0000
V=
-0.4469
-0.8633
0.2234
0.0710 0.7873

0.5005 0.7407

-0.2502 0.3436
-0.4713

17/38

0.0497
0.2375
0.9101
0.3359

0

0.0336

-0.2591 -0.3333 -0.2766
-0.8771
-0.3911

det(JT*J) =0

http://borghese.di.unimi.it
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Soluzione (m=2, n=4)

SSAW= V' * W *U* AP,

AW =
-0.2251
-0.1281
0.1125
-0.1811

18/38

4 4+232 -2 0 o o T
e = 4422 7+42 —2-J2 -2 Sup;l)ozlinlo.za ABP 1512;)( :Tg 0
- -2 22 1 0 I ex ey
0 -2 0 1
p— ~ —1
AW=V'W UAP, | /=W =
00550 0 O 0 det(JT*J) = 0
0 06824 0 0
: 0 0 0 0

Norma I? pari a 0.1125

http://borghese.di.unimi.it
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Verifica Soluzione g f

-1, —l,-1,sin45 1 0 Supponiamo: oo = =45° /T, =T,=0
=1 ~l,cos45 0 1 h=l=2 dP%=1 dP,=0
——1
AW =V’W U AP, Soluzione mediante pseudo-inversa
J* Aw = AP,
_ ~0.2251
{_oll - L : SIZ: i ; ﬂ B o
—1, COS =
0 0.1125
y Ve, / ~01811 \
e
J
AP,
Spostamento ottenuto = spostamento desiderato AW Norma I? pari a 0.1125
Utilizzo piu 0 meno con la stessa ampiezza tutti i gradi di liberta
AA. 2021-2022 19/38 http://borghese.di.unimi.it
Proprieta della Soluzione %

Proprieta: soluzione a norma minima

Altre soluzioni possibili (tali per cui Ax = b), si
potrebbero ottenere, ma aumentano la norma della
gnd effector soluzione

Quale altra soluzione sarebbe possibile per ottenere lo
spostamento desiderato: {1 0}?

Supponiamo: a.= B =45° /T,=T,=0
lb=1,=2 AP, =1 APe,=0

Norma I2 paria 1> 0.1125
root

AA. 2021-2022 20/38 http://borghese.di.unimi.it
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Sommario f

 Piu gradi di liberta che end-point (m < n, sistemi
sottodeterminati)

+ Soluzione algebrica

+ Regolarizzazione: privilegio di alcuni parametri di controllo

AA. 2021-2022 21/38 http://borghese.di.unimi.it

Soluzione mediante pseudo-inversa i

AP, =] AW > v=JAW-AP,
PIAW=JAP, ——>  @NI@PHAW= P I)T AP,
@
&nd effector
AW = (P91’ AP,

Quiale criterio viene soddisfatto da X?

min v2 = (JJ AW - AP|))2

root

AA. 2021-2022 22138 http://borghese.di.unimi.it
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Come rendere risolubile il sistema "TLI_-.,

v=JAW - AP min v2 = (JJ AW - AP|) 2 Soluzione ||AW]|| a norma minima
b —Ax

Inserisco il vincolo [J[AW|| a norma minima all’interno della funzione costo da minimizzare.

Il problema si trasforma in un problema di
regolarizzazione

min (|| J AW — dP |2 + A [JAW]]?)
Dove la norma é intesa in I,.
min [ (J AW- AP )2+ A (AW)?]

Risulta un funzionale quadratico di AW, “facile” da minimizzare

AA. 2021-2022 23/38 http://borghese.di.unimi.it

Sviluppo della regolarizzazione A

min (|| J AW — AP |2 + A AW ]?)
AW penalizza ampie variazioni di orientamento
Nel caso di funzione quadratica, — min (|lJ AW — AP + X [[AW|[? )

il risultato & relativamente semplice  2[JT(J AW — AP) + A AW] =0

JJOAW—AP) + L AW =0
Da cui risulta:

JTOAW—=AP) + LIAW =0 = (TJ+ L 1) AW —JTAP=0

AW = (JT3 + 2 1)1JT AP)

AA. 2021-2022 24138 http://borghese.di.unimi.it
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Soluzione regolarizzata (m=2, n=4)

1’ 1,2 +1,], sin 45 —1, 0

JT*] = L2 +1],sin45 1241 /2+2l] sin45+17/2 -1, —1,sin45 —I,cos45
-1, —1,—1,sin 45 1 0
0 -1, cos45 0 1

&

Supponiamo: oo = =45° /T, =T,=0 det(JT*J) =0

AW = (JT3 + 2 1)1 AP)

det(JT*J + A1) #0

b=1,=2 AP, =1AP, =0

link1

4+§1 4422 -2 0
4+42J2 7+4424Q) —2-v2 -2
JT*RIWL) +al=| -2 -2-v2 1@ o

0 -2 o 1)

25/38 http://borghese.di.unimi.it

AA. 2021-2022

Esempio regolarizzazione %
4+§) 4+2.2 -2 0 _
JTxJe0) =| 44232 7+4ﬁ+@ o 2 _2 Supponiamo: oo = =45 /T, =T,=0
-2 —2-2 1+® 0 lh=1,=2 ApeleAPey:O
0 -2 o 1
det(JT*J+ Al) #0  >>det=47.3137
link1 Soluzione con regolarizzazione con A =1
>>Ws = SSAW =
19.1915 0 0 0 -0.1691
0 24653 0 0 01443
0 0 1.0000 0 0.0845
0 0 0 1.0000 01021
det(Ws) # 0
AA. 2021-2022 26/38 http://borghese.di.unimi.it
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Esempio regolarizzazione - errore %

4+@)  4+242 -2 0

JTage =| 4422 7+4424Q) —2-J2 —42| Supponiamo:a =f=45° /T, =T, =
2 _2_J2 1+® 0 lh=1,=2 APeleAPeyZO
0 -2 o 149

det(JT*J + Al) #0  >>det=47.3137

Soluzione con regolarizzazione con A =1

>>AW = AW =
-0.1691 -0.2251
IAWIR = 0.0647 -0.1443 -0.1281  AP,=J AW
Yy f‘oo 0.0845 0.1125
(o -0.1021 -0.1811 |AW|? = 0.1125
>>J AW =

0.9155 Spostamento ottenuto # min (| J AW — AP, |* + A ||Avvi|2)

0.1021 Spostamento desiderato AP.{1, 0} «pago” perche’

Non realizzo dP mi muovo (dW)

L’errore ha 2 componenti
27/38

AA. 2021-2022 http://borghese.di.unimi.it

7 :Esempio regolarizzazione con ampiezza divers%

4 4+22 -2 0
JT*] 40 4422 7+4ﬁ+@ _2-2 -2 Supponiamo: o= =45° /T, =T,=0
2 22 1 o lh=1,=2 AP, =1AP, =0
oz 0 10 det(JT*J+2.1) £ 0
X = VWU b || soluzione con regolarizzazione con A =0.01
>S>AW =
-0.2242 >>AP=
X -0.1284  0.9989
det(JT*J+l) = 0.0027 0.1121  0.0018

Soluzione molto vicina a quella non regolarizzata -0.1798
Norma delle variazioni dei parametri liberi

\men =0.1116

y /‘OOI
-0.2251 AW =
-1, -1, -1;sin45 1 0/|-0.1281 ) -0.2251
0 —l,cos45 0 1|| 01125 =[10] 01281  AP,=JAW
’ ' 0.1125
-0.1811 -0.1811  [lAW|? =0.1125
AR 2021207 26138 http://borghese.di.unimi.it
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Esempio regolarizzazione con A =10 4

= 44p) 4242 -2 0
JTx) 40| d4+2V2 744024Q) —2-V2 -2 Supponiamo: .= B =45° /T, =T, =0

G -2 1@ o lo=1,=2 AP, =1AP, =0
o 201 det(JT*J+A1) £ 0
Xx=V'W-1U b Soluzione con regolarizzazione con A =10

linkl det(JT *J+Al) = 3.32x10

>S>AW = AP, =

-0.0804 05978

0.11620.1494
0.0402
-0.0149

. . llAW|| = 0.0021
Soluzione non molto lontana da quella non regolarizzata
Norma delle variazioni dei parametri liberi MINORE (costano di piu)

29/38 http://borghese.di.unimi.it
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Come introdurre un peso diverso sui joint jﬁ]
AP, =J AW min || AP, —J AW|| [AW|| a norma minima

Inserisco il vincolo |[dW|| a norma minima all’interno della funzione costo da minimizzare
e peso il costo sui vari joint in modo differente.

min (] J AW= AP, || + & C [AW]])

Dove la norma @ intesa in I, e C & una matrice diagonale

C11 0 0
c=|0 Cyo 0

min [ (JAW- AP,)2+ L C(AW)? ]

Risulta un funzionale quadrato di “facile” minimizzazione

2 termini:
- Fedelta al movimento | J AW — AP
- “utilizzo” dei gradi di liberta ”AW” http://borghese.di.unimi.it
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Sviluppo della regolarizzazione di

min (|| J AW= AP, |2 + & CAW|22)

d® penalizza ampie variazioni di orientamento

Nel caso di funzione quadratica, — min (|| J AW — AP, |? + A C||dW]|?)

il risultato & relativamente semplice 2[JT(JAW — AP,) + L C AW] =0

JJUAW —AP)+ACdW=0
Da cui risulta:

(TJ+2%C)AW = JT AP,

AW = (JTJ + ). C)'LIT AP,)

31/38 http://borghese.di.unimi.it

AA. 2021-2022

>
v

Esemplo regolanzzazmne con pesi 4
4+c,  4+2V2 -2 0 )
g 4+2V2 Teaaie, —2-42 —Jz| Supponiamo:o =B =450 /T,=T,=0
2 2.3 14 0 h=1,=2 AP, =1AP, =0
0 -2 0 1l+c,
—— Supponiamo: c1=¢2= c3=c4=1 det(JT*J+ L C)#0
x=V'W1U’b h=1 £>det = 47.313)77£

Soluzione con regolarizzazione con pesi unitari
| c=1

>>Ws = SSAW =

19'1(? 152 4653(’) 8 8 01691
y % 0 | 0 1.0000 0 0.1443
“or 0 0 0 10000 0.0845
AP : -0.1021
e™ .
09155 Spostamento ottenuto #  Min (|| JAW — AP > + A || AV‘£|2)

JAW]R2 = 0.0647

32/38

0.1021 spostamento desiderato _ «pago” perche’
Non realizzo AP, mi muovo (AW)

http://borghese.di.unimi.it
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sempio regolarizzazione con pesi non uguali %

4+c 44242 -2 .

TR aC =|442V2 T+aV24+c, —2-42 f Supponiamo: a. = f =45° /T, =T, =0
2 -2-V2  1+¢, 0 lb=1=2 AP, =1AP, =0
0 -2 0 1l+c,

x = V’W-1U’b Supponiamo: c1 =c2=100; c¢3=c4=1 dEt(JT *J+ KC) #0
r=1 >>det = 4.3539e+004

Soluzione con regolarizzazione con pesi inferiori
applicati alle traslazioni

>>Ws2 =

1173006 0 0 0 >>AW = N
0 100.4701 0 0 -0.0093  Utilizzo molto
y V4, 0 0 19953 0 -0.0157 T
< 0 0 0 18510 04639 \\wip = 0.2156
-0.0111
>>AP, =
0.5361 Spostamento ottenuto # min (| JAW — AP > + A [AW]]?)
0.0111  spostamento desiderato “pa‘g(?perche’
AA. 2021-2022 33/38 Non realizzo AP, mi muovo (AW)

Esempio regolarizzazione pill corretto %

4+p,  4+2V2 -2 o .
Jragenca 4422 TealZep, —2-42 f Supponiamo: oo = =45 /T, =T,=0
-2 —2-Y2  1+p, 0O lo=1,=2 AP, =1AP, =0
0 -2 0 1l+p,
: det(JT*J+ A C) #£0
x =V’'W-1U’b Supponiamo: ¢l =¢2=100; c3=c4=1
A=0.01
>>det = 1.1992
X >>Ws2 = >>AW
19.1398 0 0 0 -0.0172 Utilizzo quasi
0 1.9568 0 0 -0.0288  esclusivamente
0 0 0.5185 0 0.8589 TX
y 0, 0 0 0 00618 -0.0403
(e
>> AP, = [lAWI|]2 = 0.2151, ma alla funzione costo i
= 0. , partecipa
0.9914 Spostamento ottenuto # anche il costo di non essere riusciti ad arrivare
00004 SPostamento desiderato al punto [10].
(ma molto vicino) Inoltre il costo considerato nel funzionale di
minimizzazione viene diviso per 100 per le
AA. 2021-2022 34/38 componenti ATX e ATy
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Esempio regolarizzazione piu corretto 7_,1,

4+p,  4+2V2 -2 0 o o
JT*J+)0C = 44242 T+42+p, —2-V2 -2 SUPFI)OTTm_O'Za _ABP_ 4_5; L-I-EX __-I(-)y =0
-2 -2-2  1+p, O 0= ex ey
0 -2 0 1+p,
det(JT*J+ AC)#0
x=V'W1U’b Supponiamo: ¢1 =¢2 = 100; c3=c4=1
A =0.00001

>>det = 1.17x104

>>Ws2 = >> AW

18.2010 0 0 0 -0.0173
0 14686 0 0 -0.0290  Utilizzo quasi
0 0 0.0068 0 0.8663 esclusivamente
y "ool 0 0 0 00006 -0.0410 Tx
>>AP, = ldW]||2 = 0.2170 1l costo considerato nel funzionale
0.9999 Spostamento ottenuto # di minimizzazione viene diviso per 10000 per
) spostamento desiderato le componenti ATx e ATy e per 100 per le
0.0000 componenti Ac. e AB.

(ma molto molto vicino) Il costo di penalizzazione del movimento & un

centesimo rispetto al caso precedente.

FILLL 10U Y1 IGOG. UL Ul 111
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Cinematica inversa f

Parto da una configurazione iniziale definite da un certo valore dei parametri di
controllo w;,; e da una posizione dell’end-point ¢P;; = f(w, L)

Ripeto (eventualmente diminuendo il passo di spostamento) per ogni passo k:
1) Identifico AP, dalla posizione corrente verso la posizione finale di ¢P.
2) Calcolo il Jacobiano con i valori dei parametri correnti, w,.
3) Calcolo, attraverso (J,’*J, + AC) -1, il valore Aw, associato (Aw, = J, 1 AP,).
4) Calcolo il nuovo valore dei parametri di controllo: w,,; = w, + Aw,.
5) Calcolo il nuovo valore effettivo della posizione dell-end point:

®Py.1 = f(w, + Aw,, L). In generale, P, ,; # P, + AP,.

Fino a quando non arriva a Pgpge-
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Osservazioni su C 7

C puo essere costante su tutto il movimento oppure puo essere diversa per ogni passo k, C,.

Si possono utilizzare diverse strategie per impostare C,:

- Utilizzare all’inizio del movimento maggiormente i gradi di liberta prossimali e alla fine
quelli distali.

- Definire I’inizio dell’utilizzo di alcuni gradi di liberta (e.g. I’apertura e la forma della
mano) pitl 0 meno presto in funzione dell’intenzione del movimento.

- Definire un peso in funzione degli altri elementi della scena (e.g. mantenere una certa
distanza da alter entita nella scena).
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Sommario 2

+ Piu gradi di liberta che end-point (m < n, sistemi
sottodeterminati)

» Soluzione algebrica
* Regolarizzazione: privilegio di alcuni parametri di controllo
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