Stima ai minimi quadrati e cinematica ﬁ
inversa — controllo del peso di end-point

1/42 http://borghese.di.unimi.it
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Sommario 20

 Piu end-point che gradi di liberta (m > n, sistemi
sovradeterminati)

» Esempi

* Privilegio di alcuni parametri dell’end-point.
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Descrizione cinematica diretta
(forma matriciale)

I, cos(a + B)+1,cos S +T,

ABs_ABsp= | ~hsin(a+p)=lysin f+T,
end 0
effector 1

ABS_ABS|:>(t)= ABSABSA\(1) P

ABSABSP, (t) = f(au(t), B(L), T, (1), T, (t) | Iy, 1)
ABS ABSP (1) = f,((t), B(L), T(0), T,(0) | Iy, I,)
ABSABSP. (1) = f,(au(t), B(E), T, (1), T, () | Iy, I)
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Cinematica inversa 1

A

Viene definita la traiettoria dell’end-point.

Occorre calcolare le rotazioni (i movimenti)
dei joint.

AP,

Lo spostamento viene suddiviso in tanti
piccoli spostamenti, per ogni spostamento
elementare si calcola la variazione angolare

Y richiesta per tutti i joint.
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Sistema di equazioni lineari b

A

Consideriamo la trasformazione diretta joint -> end_point.
P(t) = f(a(t), B(t), T,(), T,(O Iy, 1)
Px(t) = fx(a(t)7 B(t)r Tx(t)r Ty(t)| IOI Il) Chiamiamo Wk = {G'K’ BKY Txk' Tyk}
Py(t) = (), B, Ty(®), T,(0)] lo, 1) il valore dei parametri liberi
Pz(t) = fz(a(t)7 B(t)! Tx(t)! Ty(t)| IO’ Il) all’istante tk'
_p _h0) RO 4 of, () _ of, () _
Px ka - aa W, (OC le)-i- Gﬁ w (ﬁ ﬂk)+ a el (Tx Txk)+ a-l-y W (Ty TYk)
o0 Ol e a0 e L0
P -P, = oa |, (@—a )+ B L, (B-B)+ o, |, (Tx Txk)+ T, (Ty TYk)
_p KO oA,0 (4 of, () _ of, () _
Pz PZk - aa w, (0! ak)+ 8/3 w (ﬁ ﬁk )+ 8TX " (Tx Txk)+ v b (Ty Tyk)
AP =J AW
Cinematica inversa con J 2

Quando la matrice del Jacobiano € quadrata, risolvo la cinematica
inversa mediante inversione della matrice Jacobiano

AP=JAW ___ AW =J1AP

Cinematica dell’ Cinematica dei
End-effector Joint

Elemento chiave ¢ il Jacobiano, J.

Contiene le derivate parziali di f(.) rispetto a tutti i parametri liberi.
Le derivate sono calcolate nel “punto di lavoro™.

L’espressione analitica di J vale Vvalore dei parametri liberi, ma il
valore assunto da J varia in funzione dei parametri liberi.




Cinematica inversa Z

Parto da una configurazione iniziale definite da un certo valore dei parametri di
controllo w;,; e da una posizione dell’end-point ¢P;,; = f(w, L)

Ripeto (eventualmente diminuendo il passo di spostamento) per ogni passo k:
1) Identifico AP, dalla posizione corrente verso la posizione finale di ®P.
2) Calcolo il Jacobiano con i valori dei parametri correnti, w.
3) Calcolo, attraverso J, 1, il valore Aw, associato (Aw, = J, L AP)).
4) Calcolo il nuovo valore dei parametri di controllo: w,,; = W, + Aw,.
5) Calcolo il nuovo valore effettivo della posizione dell-end point:
Pysq = f(w, + Aw,, L). In generale, ®P,,, # P+ AP,.

Fino a quando non arriva a Pgne-

http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese
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Esempio di Jacobiano %2

WL = |:—|15in(0[+ﬁ) —1,sin(a + B) -1, sin/:’}

—l,cos(e+ p) -l cos(a+p)—1,cosp

1 =l cos(a+ pB)—l,cos g +1 sin(x+ pB)+1,sin g
JW, L) +1,cos(a + ) —I;sin(a + B)

W, L)|=1,l;sin(a + B) cos(B) —1,I, sin Bcos(a + )

— 11 J calcolata per il valore corrente di a. e B
AW - J AP J quadrata
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Sistema lineare

B
t..

ApgXy T A Xp F ain Xy = by
Ay Xy 8 X F e an Xy = b, {&;} — coefficienti in numero N x M
{x} — incognite, N
{b;} - termini noti, M
JAW = AP
AmaXy ape Xp e aun Xn = by Ax=b
Mx1
I sistemi lineari sono interessanti perché sono manipolabili
con operazioni semplici (algebra delle matrici) Vettore dei
- termini noti
Esempio:
X+ 2%y + e 4xy =5
AX; -2 Xy + e 05xy=3 M x N
(Matrice di disegno) Vettore delle
incognite
2X; + 3 Xy + o, 3xy=-1 {x;} soddisfano tutte le equazioni
AA. 2021-2022 9/42 http://borghese.di.unimi.it
H - Ak
Matrice inversa :Zh

Viene definita per matrici quadrate (N x N):

AlA=1

Esiste ed ¢ unica se det(A) # 0.

Inv(A) é la somma dei prodotti degli elementi di una riga o
colonna per il loro complemento algebrico (formula di Leibniz).

AX=b=>AAX=Alb=D>IxX=Alb=> Xx=Alb

AA. 2021-2022 10/42 http://borghese.di.unimi.it




Visione geometrica di soluzione di un Al
sistema lineare

N

y=x+2 T P=|[U47A]

y=-3x+1 Sl

Ix,—1x,=-2 y=X,
-3X1—1X2:-1 X=X,
Risolvo per sostituzione: X; = -2 + 1 X,.
3(-2 +Xy) -X,= -1 > X,=7/4
X, -14 =2 2> x, =-1/4
AA. 2021-2022 11/42 http://borghese.di.unimi.it
- - g - 1k
Rette e sistemi lineari j-ﬂi,
y=X+2
. . . . - \ _
Scrivo il sistema lineare: Ax=Db y=-3x+1 Y =X,
X=X
[, 1%, ~1%,=-2 /
-3 - ] 83X, —1x,=-1
_[*
X= [xz]

X e una soluzione se soddisfa tutte le equazioni del sistema stesso.
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Soluzione di sistemi lineari quadrati "

x=Alb

Condizione di esistenza dell’inversa ¢ det(A) # 0

11 sistema ammette 1 ed 1 sola soluzione se det(A) # 0

Altrimenti: nessuna o infinite soluzioni
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Risoluzione di un sistema 2x2 i

a11X1+a12X2 = bl y= AX
Ay X1 HapX, = D, x=Aly
a1 1 8y  —ap

dEt(A) - a21 a11

det(A) = aj;*ayp-a;,*ay

AA. 2021-2022 14/42 http://borghese.di.unimi.it




y=Xx+2
y=-3x+1

1

Esempio

A0
\\\ 1X1'1X2:'2
I \\ '3 Xl = 1 X2 = '1
Xy =
-2 N Xy =
1 b

w4 o

Rango di A é pieno

det(A) = 1(-1)-(-1)(-3)=-1-3=-4 # 0

\
) [

AT P=[-1/4 7/4]

1
4

=Alp=-
X=A"b X, =714
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Esempio di soluzione non univoca (det(A) = O%

Ix; -1x,=-2
2y =2x+3
1 -1 -2 —
a3 bl sy
Non esistono soluzioni

La soluzione non esiste o oo soluzioni.

det(A) = 1(-2)-(-1)(2)=-2+2=0

La soluzione, non é unica: tutti i punti della retta
soddisfano contemporaneamente le 2 equazioni.
In questo caso oo soluzioni: rette sovrapposte.

y=X+2
2y =2x+4
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=

Sistema M x N, M >N ﬁ

ay Xy = by Ammette 1, nessuna o oo soluzioni

Ax=Db
................... AéMxN, M >N, non é una matrice
quadrata.

AnXy + Ay Xg F awnXv=bv 1, nessuna, oo soluzioni.

E io: T

SEGTZ'Z e s Ho delle equazioni di troppo, devono

LHF2Xy N .

I, 2%+ . 05 %, =3 essere correlate (corppm_ate
linearmente), perché il sistema
ammetta soluzione.

Posso sempre calcolare la soluzione in
2%+ 3 X, + . 3xy=-1

forma matriciale.
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Sistemi lineari con m > n

<t
B
t..

J(W,L) e rettangolare: numero di righe maggiore del numero di colonne
[ AX=Db A di dimensionim x n
y=x+2 X=X
—A1
y=-3x+1 Y=X,
y=-x +3/2 I a
Una delle 3righe diAe
combinazione lineare I
delle altre. r r r b
. . x P=[-1/4 7/4]
A= E :ﬂ b= [_‘115} Esiste un’equazione “di troppo”
Nessuna, 1 0 oo soluzioni Rango di A & pieno




Sistema lineare: soluzione algebrica f

Caso generale:

AX=B > ANAX=AB > AA)IAAX=AAAB

(A’A) gioca il ruolo di A quadrata. X = (A’AYIA’B

Quiale criterio viene soddisfatto da X?

AA. 2021-2022 19/42 http://borghese.di.unimi.it

Sistemi lineari con m > n 25
_ [ AX=Db A di dimensioni m x n
y=x-2 X=Xy
y=-3x+1 y=X,
y=-x +3/2

S =

11 3
AT*A={ } det = 24

P=[-1/4 7/4]
P=[-0.25 +1.75]

3 3

P=C*AT*b

A.A. 2021-2022

C= (ATA)L= [0.1250 -0.1250}

-0.1250 0.4583

20/42
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Riformulazione del problema

B
t.

A X Fap Xp ¥ A Xy =0+ vy
Ay Xy F Ay Xyt e, an Xy =Dyt v, M x 1 => Residuo.
Ax=b+N
AmaXy T A Xp F e aun Xy = byt vy \
: Vettore dei
Modello Misure termini noti
Parametri liberi JAW Spostamento
desiderato AP Mx1
Mx N N x1
(Matrice di disegno) Vettore delle
incognite
Quale criterio viene soddisfatto da X (AW)?
AA. 2021-2022 21/42 http://borghese.di.unimi.it

Soluzione come problema di ottimizzazione ﬁ

n

Funzione costo: (Ax — b)2= kaz = IAX — b|2 = [P

k

Assegno un costo al fatto che la soluzione x, non soddisfi tutte le equazioni, la somma
dei residui associati ad ogni equazioni viene minimizzata. Geometricamente: viene
trovato il punto a distanza minima da tutte le rette.

mxin Zk:vkzzn;]in (Ax —b)?
ATAX = ATb
a—ax(Ax—b)2 =2AT(Ax-b)=0 X = (ATA)'lATb

NB le funzioni costo sono spesso quadratiche (problemi di minimizzazione convesse
perche hanno un unico minimo globale.

AA. 2021-2022 22/42 http://borghese.di.unimi.it




Sistemi lineari con m > n f

_ [ AX=Db A di dimensioni m x n
y—X'2 X=X
y=-3x+1 Y=X;
y=-x +3/2
1 -1 -2
A= {3 1} b= [_1]
-1 -1 -1.5
1 3 ' T ' '
AT*A= L, 3} det = 24 P=[-1/4 7/4]

— (ATAY)-L_ [01250 -0.1250 _ T i
C= (ATA) {_0.1250 0.4583} P=C*AT*h P=[025+175]

2% = |JAx- b =0
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Sistemi lineari con m > n — non esiste ﬂ

soluzione (matematica)
y=x-2
y=-3x+1 AX=b A di dimensioni m x n
1 -1 -2 ) /r\
A= |:—3 —l} b= |: -1 ] — T \\
-1 -1 -05 P’ ip\\
11 3 ' P ) '
AT* A= {3 3} det = 24 > v =IAx-b|F=0.865
k
C= (ATA)!= 0.1250  -0.1250 PP=C*AT*b P’ =[-0.25 +1.4167]
[-0-1250 0.4583 } No intersezione




41k
Sistemi lineari con m > n — residui ﬁ

y=-3x+1 Y%, AX=b A di dimensioni m x n
1 -1 -2 I \\\\\
A= {—3 —l} b= -1 ] \\
11 —05 - e
AT* A= 113 ) — I3
T |3 3 (det=24 | P’ £P NG

C= (AA)L- [0.1250 -0.1250}

v, = 1*(-0.25) -1*(1.4167) — (-2) = 0.333
v, = -3%(-0.25) -1*(1.4167) — (-1) = 0.333
vy = -1*(-0.25) -1*(1.4167) — (-0.5) = -0.666

-0.1250 0.4583

P =C*AT*p P’ =[-0.25+1.4167] &

A.A. 2021-2022

. . v, =||AX —b|P=|v]Z =
No intersezione Zk: T

25/42

0.111 + 0.111 + 0.444 = 0.666

http://borghese.di.unimi.it
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k

A.A. 2021-2022

Commenti

vl = IAx=bIP=>"|| A.x—b | =
k

[(Allxl + A12X2)_ b1]2 + [(A21X1 + Azzxz )_ bz ]2 +
[(A31X1 + A32 X, )_ b3 ]2

Lo scarto misura la distanza del punto dalle rette misurata lungo y

y — Xx+2=v,;=0.33333
y+3x—-1=v,=0.33333
y+ Xx—-1/2 = v,=-0.6666

26/42
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’

Sistema lineare: soluzione robusta (SVD)

Ax=b A=UTWV

/Diagonlle (m

Ortonormale M x N Ortonormale N x N

SeN=M x=V’'W1U’b

Al = (UTWV)!1 = VTWIU W-L é diagonale. w;it = 1iw;
w;; sono detti valori singolari.

AX=b=2>x=Alb=VTWIUTDh

dll

AA. 2021-2022 27142 http://borghese.di.unimi.it

Sistema lineare: soluzione robusta (SVD)

W e diagonale. w;t = 1/w;
Ax=b A=UTWV

/ w;; sono detti valori singolari.
MxN / X \
Diagonale (N x N)

Ortonormale M x N Ortonormale N x N

SeM>N

ATAX=ATb  x=(ATA)IATb

x=(VTWUUTWV)TVTWUb=(NVTWIWV)IVTWUDb

Essendo W diagonale, posso riorganizzare il prodotto di matrici:

x=(UUTWW)TVTWUb=(WW)IVTWUb=VTWLUb

»i
g

i

AA. 2021-2022 28/42 http://borghese.di.unimi.it
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Sistema lineare: soluzione robusta (SVD) ﬁ

W e diagonale. w;it = 1iw;

- =T
/A x=b A=UTWY w; sono detti valori singolari.
M x N / T \
Diagonale (N x N)
Ortonormale M x N Ortonormale N x N

x = (ATA)TATh
x=VTWLUb

Non devo calcolare I’inversa di una matrice dell’ordine di A*A
Calcolo I’inversa in modo semplice: inversa di W & ottenuta come w;t = 1/w;;

Controllo il condizionamento della matrice: rapporto tra wy; e W,

AA. 2021-2022 29/42 http://borghese.di.unimi.it

Sommario 2

 Piu end-point che gradi di liberta (m > n, sistemi
sovradeterminati)

» Esempi

* Privilegio di alcuni parametri dell’end-point.

A.A. 2021-2022 30/42 http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghtsg#/borghese.di.unimi.it
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Il Jacobiano dell’esempio %

Considerosoloa e r Il oS (a N ﬁ) 4 |0 COSﬂ -

{ABSP:l - |1 sin(a + f) - Io sin g Jacobiano

- rettangolare: 4 x 2
I, cosp

A —I,sin g
End effector 7

I Definiamo la traiettoria dell’end effector e del joint g, link 0 I

(04
ABS =lsin(a +f) =l sin(a+ B) — lysin(f)
eAP — | =lLicos(a+ B —l; cos(a + ) — 1y cos(B) Aa
ABS AP 0 —lpsin(B) A,B
9 0 —lycos(f)

Esempio (m = 4, n = 2) —sistema lineare  “%;

—licos(a+ B) —lycos(a+ ) —Lycos(B)
0 —lpsin(B)
0 —lgcos(B)

—lsin(e+ ) —lysin(a+ f) — lpsin(f)
JW,L) = ‘

Aw = (JT*] )1 % JT* AP,

AP,
] AP, Aa
Ilnkl = €y = ]
b AP, X= lag

4x1 AR, 2x1

—l; =1y — lysin(45)
_ |0 —lo cos(45) Supponiamo: o, = B = 45°
JWL) =6 _1sines) Pponiamo: . =
0 —I, cos(45)
X
Z
AA. 2021-2022 32/42 http://borghese.di.unimi.it
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Esempio (m =4, n = 2) - Jacobiano %

—lsin(a+ ) =l sin(a + B) = lysin(p)
JW,L) = —licos(a+ ) —ljcos(a+B)—lycos(B)
0 —lysin(B)
0 —lycos(B)
—l; =l — lysin(45)
0 —ly cos(45) _
JW,L) = l 0 730 sin(45) \ =
0 —lp cos(45)
Supponiamo: 0.7357 -0.2845
a=peat [-0.2845 0.1667}
y s JTR] = 17 17 4+1142/2 B
00/ I +1,, V272 (1, —1,sin45)* + (I, cos 45)> + (I, sin 45)" + (, cos 45)* =
Y
Supponiamo: I, =1, =2 — 4 4+22
4+2V2 124442
= (T = 0.7357 -0.2845
7 X =0T =1 00845 01667
AA 20212022 33142 http://borghese.di.unimi.it

AW

= - _ _ — Aa
_(JT*J)l*JT*AP b:APe— APey X =AW [Aﬁ

y T4
Or AP,
Y AP
Ape 0.3333 e diverso
APg" 0.3333 dal valore
Y 0.3333 desiderato
7 min || J Aw - AP [ = 0.33332+0.6666%+0.33332 per AP
AA. 2021-2022 34/42 http://borghese.di.unimi.it

Esempio (m = 4, n= 2) - soluzione :%

Supponiamo: o = B = 45
Supponiamo: I, =1, =2

g

AW=C*JT* AP = ~009761  tianti=| 9%
W= = |-0.2357 gl

17



Esempio (m =4 D= 2) - errore i

_ _ Aa B —5.59
x_AW—[Aﬁ]L grad

= (1T*71)1* 3T * — =
Aw = (JT*] )1 * JT* AP b=AP, = |AF ~13.506

AP,

Supponiamo: o = B = 45 Ang
Supponiamo: I, =1, =2

linkl

O B O -

min || J Aw - AP || = 02 + 0.33332+0.66662+0.33332 = 0.8165

X
Z

AA. 2021-2022 35/42 http://borghese.di.unimi.it

Cinematica inversa 7

Parto da una configurazione iniziale definite da un certo valore dei parametri di
controllo w;,; e da una posizione dell’end-point ®P;; = f(w, L)

Ripeto (eventualmente diminuendo il passo di spostamento) per ogni passo k:
1) Identifico AP, dalla posizione corrente verso la posizione finale di ¢P.
2) Calcolo il Jacobiano con i valori dei parametri correnti, w,.
3) Calcolo, attraverso J, %, il valore Aw, associato (Aw, = J, L AP)).
4) Calcolo il nuovo valore dei parametri di controllo: w,,; = w, + Aw,.
5) Calcolo il nuovo valore effettivo della posizione dell-end point:
®Pys1 = f(w, + Aw,, L). In generale, P, # P, + AP,.

Fino a quando non arriva a Py

AA. 2021-2022 36/42 http://borghese.di.unimi.it
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Sommario f

« Sistemi lineari con m equazioni e n incognite (m > n, sistemi
sovradeterminati).

« Esempi
* Privilegio di alcuni parametri dell’end-point.

AA. 2021-2022 37/42 http://borghese.di.unimi.it

Stima ai minimi quadrati pesata 2

min || P(Ax —b) |]? PAX = Pb A di dimensionim x n
P di dimensioni m x m — matrice dei pesi, diagonale

P1ay1Xy + P1agXo— P1by = pyvy

P2ap1Xg + PrdgXp— Pk, = Pavy Residuo min v )
P3ag; Xy + P3dzXp— P3bs = Pavs pesato Zk(pk k)
ATPAX=ATPDb

x=(ATPA)IATPb | Rank(A)=Rank(C)

C = (AT *P*A)! e la matrice di covarianza
(matrice quadrata n x n)

AA. 2021-2022 38/42 http://borghese.di.unimi.it
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Esempio (m=4,n=2) 7,

—lisin(a@+B)  —lysin(a + B) — lysin(B)
JW,L) = —ljcos(a+ ) —lycos(a+ ) — Iy cos(B)

0 —lysin(B)
0 —lycos(f)
Aw = (JT*P*J )1 * JTP* AP, Afe,
P APey AW = Aa]
A e Ang Aﬁ
AP 2x1
gy
4x1
[=1, -1, —1,sin45 )
_ |0 —lcos45 Supponiamo: a = 3 = 45°
‘](W’ L) ~ 10 -lsin45
y f'OO[ | 0 1, cos45
Yypy=| ¥ Byl 1,2 /2) '
(7 +103212) (-, ~1,sin 45)2]+ p, (I, cos45)? + p, (1, sin 45) + p, (I, cos45)*] |
X
;. 2021-2022 39/42 http://borghese.di.unimi.it

Esempio (m=4,n=2)

A;‘ AW = Aa
= T -1 x 9T p* AP, = M:, W= [Aﬁ
AW = (JTPJ)L* JTP* AP,  AP=:

Supponiamo: a. = § = 45°
Supponiamo: I, =1, =2

-0.3994]
Aw = C* JT* AP, = | o.0s83| | g
Y foo, 1 dP, piul vicino al
1 valore
: o o9 desiderato per il
0.3333 1 |dp, 0.0833 ?anlt c:ereaeo n;:; 2)
12000 0 dPy 00557 pvicino er il
0.3333 ] 0.0833 P

punto g

min || P(J AW — AP,) || = ((1-1)*10)2 + ((0.0833-0)*10)2+(0.0833-1)2+(0.0833-0)2 , i
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A.A. 2021-2022

Privilegio di alcuni punti dello scheletro %,

rispetto ad altri
Aw = (JTPJ )L * JT P* AP,

Attraverso la matrice diagonale dei pesi P
posso influenzare la soluzione
(vincolo soft sul movimento)

41/42

2k

http://borghese.di.unimi.it

A.A. 2021-2022

Sommario

Piu end-point che gradi di liberta (m > n, sistemi
sovradeterminati)

Esempi

Privilegio di alcuni parametri dell’end-point.

42142

http://borghese.di.unimi.it
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