La cinematica Inversa ed il Jacobiano ﬁ
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Descrizione cinematica diretta (forma %

matriciale)
o l,cos(a+ B)+1,cos f+T,
ABS_ABSp = =ksin(a+B)—l,sin B+T,
end 0
effector 1

ABS_ABS|:>(t)= ABSABSA\(1) P

ABSABSP, (t) = f(au(t), B(L), T, (1), T, (t) | Iy, 1)
ABS ABSP (1) = f,((t), B(L), T(0), T,(0) | Iy, I,)
ABSABSP. (1) = f,(au(t), B(E), T, (1), T, () | Iy, I)
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Cinematica inversa ¢

dl

Viene definita la traiettoria dell’end-point.

Occorre calcolare le rotazioni (i movimenti)
dei joint.

AP,

Lo spostamento viene suddiviso in tanti
piccoli spostamenti, per ogni spostamento
elementare si calcola la variazione angolare o
la traslazione richiesta per tutti i joint.
Lavoriamo sulle variazioni (differenziale).
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Soluzione differenziale %
Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
AP (1) = F(au(t). B, Tolt), Ty(®)l o, 1) =p Alt) Peg(t)

4

I, cos(a(t) + A(t)) +1,cos A(t) + T, (t)

ABS_ABSP (t) - —1,sin (a(t)+ﬁ(t)3)— lysin A(t) +T,(t)
1

AP,

Dobbiamo trovare i profili temporali dei parametri liberi:
{at), B(t), Te(t), T,(03F = F*(lo |, Pe(t))

E’ una forma complessa, non lineare. Non ¢ possibile invertire la relazione utilizzando
algebra matriciale o forme analitiche. Cosa si pu0 fare?

Linearizzare!

5146 http://borghese.di.unimi.it
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Linearizzazione — 1 variabile 2
Yo = f(Xo) y P Yo)
dy:gz(/x_xo ;S;’” dx? +...
y—y0=gz(lx_onx =>Yy=mx+( -

Ay = ’(x,) AX

I Sviluppo di Taylor arrestato al primo ordine = linearizzazione

Lo sviluppo di Taylor vale nell’intorno di P(x,,Y,).

Si ottiene un’approssimazione a meno di infinitesimi del secondo ordine.

Cosa succede per funzioni di piu variabili ( P(t) = f(a(t), B(t), (1), Ty lo, 11))?
6/46 http://borghese.di.unimi.it
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Sviluppo in serie di Taylor di funzioni di ﬁ

piu variabili
z =f(x,y)
2 2 2
z—zo—aZ dx+ & dy+1 a—f e+ 207 +a—§ dy? t+...
OX P=PRy oy P=PR, 2| ox P=PR, oxoy P=R, oy p_p
N J
/ :
. : PR T . 11k
Sistema di equazioni lineari 2
Consideriamo la trasformazione diretta joint -> end_point.
P(t) = f(a(t), B(L), (), Ty(0)] I, 1)
P,(t) = f(a(t), B(t), T, (1), Ty (0)] I, 11). Chiamiamo W, = [a,, B, T Tyid
Py(t) = f(a(t), B(t), T, (1), Ty(0)] lo, 1) il valore dei parametri liberi
P,(t) = f(at), B(®), Tu(t), Ty(O)] lo, 1). all’istante t,.
_p 0O _ of, () _ of, () B o, () _
P—P.= oa |y, (a ak)+ B |, (ﬁ ﬂk)+ oT, w, (TX Txk)+ A (Ty TYk)
of, () of, () of, () of, ()
P-P, = 6y0( " (a_ak)+ Gyﬂ " (B-B)+ GYTX " (Tx _Txk)‘*‘yiyw (Ty _Tyk)
of,() of,() o, () of, ()
Pz - PZk = dor " (a_ak)+ 8/3 " (ﬁ_ﬁk )+ a-l-x " (Tx _Txk)+ ) 1 (Ty _Tyk)




Il Jacobiano :

dll
Consideriamo la trasformazione diretta joint -> end_point.
P(t) = f(a(t), B(D), Tu(®), Tyl Iy, 1,).
Pu(B) = f(a(), B(D), Te(), Ty(O] Lo, 1).
Py(8) = f,(a(V), B(D), Te(D), Ty(O] Lo, 1). J
P,(0) = f,(a(t), B(1), Tu(®), Ty(O1 o, 11).
Chiamiamo W, = [o, By, Ty, Ty il valore dei parametri Lib€ri all’istante .
of, ) QO O () _ _
oa |, Op W, oT, W, oT, w ¢ T %
P, - ka of of of of k P ﬁk
AP=|P, =P, | = 10 ) 0 10 T,-T, | =aw
P, —F k da Wi op Wi 6TX Wi aTy Wi Ty _TV
of, ()  of.() o, o0 | ...
oa |y, Op W, aT, | oT, w ) )
A.A. 2020-2021 - 9/46 ) ‘ N http://borghese.di.unimi.it
Caratteristiche del Jacobiano 25
SO I (O] I O - _ _
oa op aT, oT a -
P.-P . i " " B - B
P 3 of, () of, () of, () of, () T T
G EE op oT ot K
P, - “ i o N =T,
o, O o0 O KOl S| ...
oa |y, OB W, oT, W, aT, ) )

Contiene le derivate parziali di f(.) rispetto a tutti i parametri liberi.
Le derivate sono calcolate nel “punto di lavoro”.

L’espressione analitica di J vale Vvalore dei parametri liberi, ma il valore assunto da
J varia in funzione dei parametri liberi.
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Come vengono trattate le velocita 2

Dividendo entrambi i membri per At si ottiene:

Cinematica dell’ Cinematica dei
End-effector Joint

Elemento chiave é il Jacobiano, J.

Contiene le derivate parziali di f(.) rispetto a tutti i parametri liberi.
Le derivate sono calcolate nel “punto di lavoro”.

L’espressione analitica di J vale Vvalore dei parametri liberi, ma il valore assunto da J varia in
funzione dei parametri liberi.
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Jacobiano e velocita Al

dP,() = JW(D), L) dW(t) S dP,(t) / dt = JW(L), L) dW(t) / dt

Chiamiamo W(t,)= [A(a(t), B(t), Ty(t), Ty(t) ] il valore dei
parametri liberi all’istante t,.

VPe (t) = J(W(t,), I—)W (ty)

Parametri liberi Parametri geometrici
Vk, cambia il valore di J, I’espressione analitica rimane valida.
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Osservazioni sul Jacobiano f

an() af)(() 6fx() afx() e _
oo W, aﬂ W, GTX w aTy w a—oy
PP, k k N
o _Pk _| ety of, () af, () o, () ! _Tk
Y Yk o X X,
PZ - sz oo e o W aTX Wi aTy W Ty _T)’k
G O |, A 6 | I 6| T | R R
oa by, OBl Ol T, | |

AP(t) = J(W(t), L)AW(t)
Chiamiamo W, (t)= [(a(t), B(t), T,(), T,(t) ] il valore dei parametri
liberi all’istante di tempo k

E’ un’equazione alle differenze (matriciale) lineare, dallo spazio
dei parmetri liberi a quello dell’end-point: AW(t) -> AP(t)

Siamo ancora nel dominio della cinematica diretta!
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Riassunto 7

|l Jacobiano
e | sistemi lineari

« Determinazione dei parametri liberi
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Esempio di determinazione del Jacobiano ﬁ

X =1 c0s(0)
y =rsin(0)

9= v={xy}

OX
X _ o9 _ —rsin g g
y| | o rcosd |, ,

29

V = @ATr Sono due espressioni equivalenti vk \/ = Je:ek®

V2X1 J2x1 @ 1x1
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Esempio di determinazione del Jacobiano “%;

9=V X
X _ @ _ —rsin 9 3
VA v | Y rcos$ |, .
089
Vv 0,=0

xy) Vx = T sin(0) 9. :0‘_9 =0
V,=rcos(0) 9 =rd

Manca determinante della matrice | j k e la soluzione e scrittura come vettore.
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Esempio di determinazione del Jacobiano :‘ﬁ

9:>V OX

{X}_ Y _{—rsing} P
y % rcosg |, ,

V, = -rsin(6,) 9
V, =rcos(9,) I

rcosd rsing
0

D —rsin(9)9
V=A@ = V= [ o o 9} = | rcos(9)9
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Cinematica diretta :%

PO_ABSpP = ABS_ABE A PO_LOp =

—(l cosa+1,)sin g—l,sinacos B+T,
0

1

(I,cosa +1,)cos -1, sinasin f+T,
gnd effector

Y Z root
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La matrice di trasformazione dell’esempio ﬁ

o0l O e e ) )

oa by, OBl T, oT |, T[4
g:%i ) TR O = 70 B Tﬁ:fk
o) B I VR VO VTV

o0 a0l o ao |

oa b, OB Ly T |, OT, |,

J
AA. 2020-2021 10146 hitp://borghese.di.unimi it

Il Jacobiano dell’esempio - |

l,cos(a+ B)+l,cos f+T,

ABs_ABsp = | hsin(a+f)=lysin f+T,
0
1

Py .
2o~ -l sin(o+P)

9Py

<5 = - sin(octB) I, sin(B)

oy _,
dTy
9Py

=0
ar,

AA. 2020-2021 20/46 http://borghese.di.unimi.it

10



A.A. 2020-2021

Il Jacobiano dell’esempio - 11

l,cos(a + B)+1,cos B +T,

ABS_ABSP: —|1Sin (a+ﬂ)—|0 S|n ﬂ+Ty
0
1
P,
e -1, cos(a+p)
dPy

T -1, cos(a+p) —, cos(P)

%% _ g
AT,
9% _y
dty

21/46

2k
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http://borghese.di.unimi.it

A.A. 2020-2021

Il Jacobiano dell’esempio - |11

l,cos(a+ B)+l,cos f+T,

ABs_ABsp = | hsin(a+f)=lysin f+T,
0
1

—l;sin(fe+p) -lsin(e+p)-l,sing 1 0

JWL) = -l cos(e+pB) -l cos(a+p)-l,cosg 0 1

0 0 0 0

Il Jacobiano varia al variare dei parametric liberi

22/46
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Osservazioni sul Jacobiano f

a0 a0 ool ol |

oa W, aﬂ W, GTX w aTy w a—oy
P, —P, k k \ B-p
o of, () of, () af, () o, () ! _Tk
y Yk aa 8ﬂ GT aT M %
P, - sz W Y W Y olwg Ty _T)’k
of, () of, () o, () of, () . |

oa |y, 0B, OT |, T

y W,
AP(t) = J(W(E), L)AW()
Chiamiamo W, (t)= [(a(t), B(t), T,(), T,(t) ] il valore dei parametri
liberi all’istante di tempo k

E’ un’equazione alle differenze (matriciale) lineare, dallo spazio
dei parmetri liberi a quello dell’end-point: AW(t) -> AP(t)

Siamo ancora nel dominio della cinematica diretta!
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Determinazione delle variazioni dei o
parametri liberi

AP (t) = J(W(t), L) AW(t) E’ un sistema lineare

Y= A X

Y — vettore degli spostamenti desiderati dell’end-point (che vengono forniti dal
sistema di controllo)

X — vettore delle variazioni richieste dei parametric liberi (che non conosciamo)
J(.) — matrice di disegno del problema (che conosciamo se conosciamo la posizione
attuale dello scheletro). J(.) vale in un intorno di questa posizione.

La soluzione del sistema lineare &: X = AlY

AW(t) = J(W(L), L) AP(t)

AA. 2020-2021 24148 http://borghese.di.unimi.it
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—l;sin(a + )

Esempio di calcolo dello spostamento — | dfﬁ
en

A.A. 2020-2021

=l sin(fe+p)-l,sing 1 0
J(W,L) =|-lcos(a+p) -lcos(a+p)-l,cosp 0 1 exffector
0 0 0 0 Ye

Caso particolare: a =3 =0

Wi = [0, 0, Py, Py

A.A. 2020-2021 25/46
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Esempio di calcolo dello spostamento — |1 d%
en

Caso particolare: a=p=0

effector
X
0 0 1 0]
JW,,L)=-I, -l,-1, 0

0 0 0

o - O

AP, = J(W, (1), L)AW

26/46

http://borghese.di.unimi.it

13



Caso semplificato :

Elimino 2 gradi di liberta: Tx e Ty.

(Il,cosa +1,)cos B—1,sinasin B end

PO_ABSp = ABSABS A PO_LOPp = |—(I,cosa+l,)sin f—1,sinacosp
0

1

Ye

Pl
X
La radice non si sposta rispetto al B
sistema di riferimento assoluto.
Z root
Y P
A.A. 2020-2021 27146 hnp://b(grghese.di.unimi.it

Il Jacobiano dell’esempio semplificato ".-L, i

p= (l,cosa +1,)cos g —I;sinasin g
ABS ABS —(l,cosa +1,)sin g —1,sinacos g
0
1

—l;sin(a+p) -l sin(a+pB)-Il,sin g
JW,L) = | —1 cos(e+ ) -l ,cos(a+B)—l,cos
0 0

AA. 2020-2021 28/46 http://borghese.di.unimi.it




Non tutti gli spostamenti sono possibili %%
en

_ | =Lsin(a+p) Il sin(a+B)-lysin g effector
JWL) = {—h cos(ae+B) —lcos(a+pB) -, cosﬂ} Xe

Caso particolare: a=p=0| W, =0, 0]

0 o
J(W,,L) :Ll _Il_lj AP, = J (W, (t), L)AW|
Pl
é;*:i*k;_{ 0o 0 }{a—O}
I S et PR Py ' B

(P.-P,) / X B
(R.-R,) 0 root
(P,-P, )= { l,Aa + (1, + ll)Aﬁ} Y Z P
(P-P,) 0 0

E’ possibile spostarsi solamente in direzione perpendicolare al
AA 202 braccio (lungo la perpendicolare al braccio) pera = =0

Soluzione diretta
Working space

ST

Possibili configurazioni:

spazio di lavoro: L-L <Pl +L, P, - nessuna splu_zmne.
P, - due soluzioni.

P, - una soluzione.

A.A. 2020-2021 30/46
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Riassunto f

|| Jacobiano

e | sistemi lineari

» Determinazione dei parametri liberi
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11 Jacobiano dell’esempio semplificato: determinant%

=Lsin(a+pB)—l,sin f+T,
0
1

ABS_ABS _ _

I, cos(a+ B)+1,cos f+T,
p= =

Consideriamo il caso piano (x,y) e Tx = Ty = 0 e coordinate non omogenee.
=l sin(a+ =l sin(ax+ B)—1,sin

«nd effector —l,cos(a+p) -l cos(a+p)—l,cos B
»

|JW, L)|=1%sin(a + B)cos(a + B) + 1,1, sin(a + B) cos(B) —
N / 1% sin(a + B) cos(a + B) -1, I, sin Bcos(a + )

[JW, L)|=1.1,sin(a + B) cos(B) - 1,1, sin Bcos(a + f3)

root

AA. 2020-2021 32/46 http://borghese.di.unimi.it
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Condizioni di singolarita %

|JW, L)|=I%sin(a + B) cos(a + B) +1,l; sin(a + B) cos() —

1% sin(a + B) cos(a + B) -1, I, sin Bcos(a + )

JW, L)|=1,L;sin(a + B) cos(B) -1, sin Bcos(a + B)

gnd effector

o+ pB+£0+180 a#0+180
J(')io{[&;&orlgo { B#0+180

Delerminante/

o+ B #90+ 180 o #0+ 180
1) #0 { - ]

B #90 + 180 B #90 % 180

root In generale, o # 0 £ 180. Definisce la frontiera dello spazio di lavoro

A.A.2020-2021 33/46 http://borghese.di.unimi.it

Inverso del Jacobiano dell’esempio semplificato :'Z'J

Caso particolare: o =p =45 - |,=1,=2

IWL) = {—Ilsin(owﬂ) —Ilsin(a+ﬂ)—losinﬂ}

—l,cos(e+p) -l cos(a+p)—1,cosp

JW, L)|=1,Lsin(a + B) cos(B) -1, sin Bcos(a + B)

)end effector

JYW,L) =
1

—l,cos(a+ p)—-l,cos g +1 sin(a+ B)+1,sin g
+1, cos(ax + ) —l;sin(e + p)

W, L)

AA. 2020-2021 34/46 http://borghese.di.unimi.it
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Il Jacobiano: determinante — caso particolare :'Z

I, cos(a+ f)+l,cos f+T,
=l;sin (@ + B) =l,sin p+T,
- 0
1

ABS_ABSH _
= eP_

link1 (gnd effector

Consideriamo il caso pianoe Tx =Ty =0

Caso particolare: o= =45 - l,=1,=2

{—Ilsin(a +B)  —lsin(a+p)~l,sin g ]

A.A. 2020-2021

JHW.L) = [sw, L)

y J*OO[ ~l,cos(e+B) -l cos(a+pB)-l,cosp
JW,L) =
—|-2 —2-\2 -
3([45,45],[2,2]) [0 2 } det(J) = 2v2
Inverso del Jacobiano: caso particolare %

Caso particolare: o =p =45 - |,=1,=2

1 {—Ilcos(owﬂ)—locosﬁ +Ilsin(a+,6’)+losin,8}

+1, cos(a + f3) —1,sin(a + )

linkl (gnd effector

[JW, L)|=1.1,sin(a + B) cos(B) — 1,1, sin Bcos(a + f3)

0, L2 b1 |1 V21
Ji([45, 45],12,2]) = 2\/4202 +2+22]= C e
- 2

36/46 http://borghese.di.unimi.it
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Situazione del movimento

Caso particolare: oo =p =45 - |y=1;=

Posizione iniziale del braccio:
Angoli iniziali:

Posizione finale desiderata del braccio:
Spostamento desiderato del braccio:
Angoli finali del braccio:

Posizione finale raggiunta:

Spostamento del braccio: i

Vz:-(2+2)|
[45, 45]

[2;-2]
2-v2;v2]
[90, 0]

777
k1l C

)end effector

j-
AA. 2020-2021 y Oof 37/46 http://borghese.di.unimi.it
Calcolo di [Aa., dB] 2
Aa] _ —% %% 2-V2| |2 :{ 81.028 }
AB B 0 7% \/E B -1 radianti —57.2958 gradi

Angoli iniziali: o =p=45 - l,=1,=2 AP=[2-V2,2]

link1 Wy, = [45 + 81.028; 45 -57.2958] = [126.028; -12.2958]
Angoli finali desiderati [90, 0]

V2;-2-2]

Posizione finale ottenuta:  [1.1492;-1.4050 ]

Posizione iniziale:

y ’oo
¢ ep_[ l00S(a+ f) +l;c0s5 ] [ 2%(-0.4025)+2*09771 ] [ 1.1492
—1sin(a+f)—lysin B | | ~2*0.9154—2%(-0.2130) | | ~1.4050
A.A. 2020-2021 38/46

http://borghese.di.unimi.it
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A.A. 2020-2021

Rappresentazione grafica _%

Root \

o L
Posizione iniziale
05~ Posizione finale
Posizione desiderata end_point
-1+
-1.5+~
2 *
2.5+~
-3

39/46 http://borghese.di.unimi.it

A.A. 2020-2021

Verifica della soluzione 2
[AX} - Aa [—2 —2—«5} V2| L3244z
AY AB 0 2] = w2 )T

J([45,45],[2,2])

2-v2 |
link1 _I_\/E

Spostamento desiderato del braccio

y ‘0

O

Caso particolare: =B =45 - l,=1,=2 dP=[2-2,2]

40/46 http://borghese.di.unimi.it
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osizione iniziale del braccio:

Situazione del movimento %

V2;-(2++2)|

Angoli iniziali: [45, 45]
Posizione finale desiderata del braccio: [2; - 2]
Spostamento desiderato del braccio: [2 _J2:2 J
Angoli finali del braccio: [90, 0]

Posizione finale raggiunta:
Angoli finali prodotti:

[1.1492;-1.4050 |
[126.028; -12.2958]

Posizione iniziale

5. / Posizione finale
Posizione desiderata end_point
at
-1.5
2
25t
al
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Soluzione differenziale 2
Consideriamo la trasformazione joint -> end_point.
[
ABSP (1) = F((t), B, Ty(®), Ty®)l lo, 1) =p Al) SPec(t)
AVD
I, cos(a(t) + A(t)) +1,cos A(t) +T,(t)
ABS_ABSP (f) = —1,sin (a(t) + ,b‘(t)z) ~lysin A(t) +T, (t)
1
o
Dobbiamo trovare i profili temporali dei parametri liberi:
B/. fat), B(t), Te(t), T,(0F = F*(lo, |1, Pe(t))
E’ una forma complessa, non lineare. Non ¢ possibile invertire la relazione utilizzando
algebra matriciale o forme analitiche. Cosa si puo fare?
Linearizzare!
AA. 2020-2021 42/46 http://borghese.di.unimi.it

21



AP (t) = J(W(t), L)AW(t) La linearizzazione introduce un errore. Questo errore &
tanto piu piccolo tanto pit & piccolo AP(t)

La soluzione puo introdurre un errore nel caso di sistemi sovradeterminati.

http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese
A.A. 2020-2021 43/46 http://borghese.di.unimi.it

Caso indeterminato i

JWL) = {—Ilsin(owﬁ) —Ilsin(a+ﬂ)—losinﬂ}

—l,cos(a+ ) -l cos(a+p)—I,cosp

Caso particolare: ao=p=0| W, =0, 0]

J([0.,01.[2.,2]) =[_° 0 } \APE = J(Wk(t),L)Aw\

I1 _Il_IO

oo i

J(.) =0  Sistema indeterminato

P-P, =0
P-Py = oo = (lgtly) B et P-P,=0
AA. 2020-2021 44146 a=0a B= [(P'Py) + o]/ -(lg*y)
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Cinematica inversa

Parto da una configurazione iniziale definite da un certo valore dei parametri di
controllo w;,; e da una posizione dell’end-point P;,; = f(w, L)

Ripeto (eventualmente diminuendo il passo di spostamento)

1) Identifico AP dalla posizione corrento verso la posizione finale.

2) Calcolo il Jacobiano con i valori dei parametri correnti, w.

3) Calcolo invertendo il sistema lineare il valore Aw associato (JAw = AP).
4) Calcolo il nuovo valore dei parametri di controllo: w + Aw.

5) Calcolo il nuovo valore effettivo della posizione dell-end point: P, = f(w + Aw,

L). In generale, P, # P+ AP.

Fino a quando non arrive sufficientemente vicino a Pgpge-

http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghest
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Riassunto

|l Jacobiano

e | sistemi lineari

« Determinazione dei parametri liberi
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