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Proiezione centrale verso proiezione :Z
ortogonale e

P P

P(X,Y,Z) viene proiettato su un
B SR o piano (piano |mmag|ne) nel
- Q i punto P’(X’,Y’). Z ¢ la distanza
Hlra ity dal piano immagine.

1) X’ dipende da X e Z.
2) X’ non dipende da Z, ma solo da X.

>
-
-

’

1)

Proiezione centrale: centro di proiezione al finito.

Proiezione ortogonale: centro di proiezione all’infinito.
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Dal 3D al 2D al)

Come s1 forma un’i1immagine?

«Scena con oggetti riflettenti.
«Sorgente di illuminazione
Piano di rilevazione della luce riflessa.

Il motore di questa trasformazione e la proiezione prospettica.
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I’occhio umano

Incident Retina
light rays
. Lens
pupil Central
{ s fovea
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Optical axis

Cornea

Iris

Optic nerve

Its behavior is very similar to that of a camera
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Light rays

be— llluminated
object

piano immagine
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Proiezione prospettica:
tutti 1 raggi di proiezione
passano per un unico punto,
detto centro di proiezione.

Pinhole camera
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<L

La lente

Lo

Pinhole camera

piano immagine

/Bundle of rays

mage  |_ente convergente

plane

S
\Bundle of rays
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Geometria dell’ottica 1)
GG

. - -, Optical axis

Chief ray - 1‘\ ~ . = E:I . . .
—_kﬁ = S S o Oggetti all’infinito
- T~ —_— e
-— T~ R

—— Plane of
T~ :%ﬁ:&\\ - infinite focus

Distanza focale: distanza del piano immagine gquando un
oggetto si trova all’infinito.

«Asse ottico: raggio che non viene deviato dalla lente.

e Intersezione dell’asse ottico con il piano immagine da il
punto principale (F).

A.A. 2016-2017 8/79 http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese



Messa a fuoco A

L
Problema della messa a fuoco i

c(x,y)

Parametri di camera (o intrinseci):

Punto principale c(x,y) + lunghezza focale, f (3 parametri).
«Occorre conoscere anche il fattore di forma dei pixel nel caso di
Immagini digitali (¢ una costante, non un parametro).
«(Distorsioni).
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Esempi di Distorsioni
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Ottime per effetti speciali, un po’
meno per delle misure.....
Le camere non sono metriche.
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Distorsioni

Distorsioni radiali. B
Distorsioni tangenziali. Xin = X +T(xy)
Shrinkage (X’ =AX,y’ =Y). Ym =Y *+9(X,y)
i
Foscwn wiih
disiories

dr: mdial disoormion
. LIJ'I,F|E|:|I|H disioamion
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Distorsioni radiali .
T . Ak
A cuscinetto Y, TT==-==--—==" - Jﬁ

o — —
= == e

dr(p) = kor + kyr3 + k,ro+ ...

i ES
— e

-
el —SEE———

h
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| |
_ | Abotte | |1
r= |p - po| ] |
i i
i b L ol L
- ‘ — ll
Rappresentazione polare: | \
f o [ _I__""'I-.._I_l"
X = rcosd a N
y = rsing

dx(p) = kox + kyx(x? +y?) + O[(x,y)"]
dy(p) = Koy + K y(x* +y?) + O[(x,y)"]

[l parametro k, non si considera perche corrisponde ad una variazione di scala.
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- - - - - & .
| modelli di distorsioni iy
<)1)
Semplificazioni possibili delle equazioni
che modellano i1 parametri di distorsione
_ _ AX =K, r*x
1 Radial Polynomial 3rd Degree , (1)
Ay:k1r y
2 | Radial Polynomial 5th D Ax=kroekrx 2
adlal Folynomia egree Ay=k1r2y+k2r4y (2)
_ _ Ax:k1r2x+k2(r2+2x2)+ k,2xy
3 Radial and Tangential , , (3)
Ay =K, r y+k3(r +2y2)+k22xy

In alternativa: modelli semi-parametrici che fittano il campo di
distorsione a partire da misure prese sul campo.
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piano comparatore

Si considera un piano posto davanti al centro di proiezione (si ottiene
scandendo I’1tmmagine dall’angolo dx 1n basso).
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Raddrizzamento dell’ immagine Al)
0 X Tutte le coordinate misurate rispetto a un centro
| ; ) comune _
_L ; Positive _+.,k
?/Elzb a/
Z, | Xa Xa
![KOptical axis
' 3 P
! - 7 >
7777/7’ : - - 7
w2 >
T . . [ X=Xl Z,
Per similitudine fra i triangoli aOb e AOB: .
Oo:0OP=ao0: AP A% Ya) <
' I V2= Yaf | Z,
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y‘k

} f
e Traslazione: f
3 componenti:
T(Xc, Yo, Zo).
e Rotazione Ti ¥
R, (@ @, k)

|’/-Optical axis
A B
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- - ; _ 4 1-..
Angoli di orientamento nello spazio 3D ﬁ

Modo generale: roll, pitch, e yaw. Sono 3 rotazioni sequenziali,
(o, ¢, K): rollio, beccheggio e deriva. non commutative.

S w
\\\j
\_

N

X
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Dal 3D al 2D A

|
|

r/ Optical axis
I

a(Xa: Ya) {

Pa* =R (Py-T)

P(Xa1YaiZa) == PEA(X* A YA, Z%4) => a(X,,Ya)-

AA. 2016-2017
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Equazioni di collinearita

. all
(rappresentazione perspettica) b

X*A: r11(XA'XC) + rlz(YA-Yc) t I'13(ZA-ZC) ; 0 x*
Y* A= 51 (Xp-Xe) + I (Ya-Yi) + 13(Za-Z) i/ ;z 5 T(X0 Y. 20)

\ Y
Z*p = I3 (Xp-Xe) + 155(Ya-Yo) + r35(Za-Ze)  ar : Ney

:"/Oplical axis

|

I

r11(Xa=Xc) + rp(Ya-Ye) +113(Z2a-Zc)
D e N I I A B e
F31(Xa-Xc) + 3o(Ya-Yc) + I33(Za-Zc)

[0 (Xa-Xc) + 1o(Ya-Y) + 15(Za-Zc)

F31(Xa-Xc) + r32(Ya-Ye) + 133(Za-Zc)
Complessivamente 9 parametri. Equazioni non-linearti.
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Modello reale della ripresa fotografica :'Bﬁ

mll(X — Xo) T le(Y _Yo) T mlB(Z — Zo)

My (X = X ) + Mg, (Y =Y ) +Myy(Z - Z,)
M, (X = Xg) + My (Y =Y ) +Mys(Z = Z,)

My, (X = Xo) + My, (Y =Yg ) +Mya(Z - Z)

X=X, + T(XY,X%,Y,) =—1

Y=Y, +9(X, ¥, X, Y, ) =— 1

] s
Posxin wiih
:::i‘l.hu disirTios

dr: mad il dismornon
e mangealial disiomion




_ i ) _; 104
Tassonomia dei parametri :ﬁ

Focal length, f
P3 -> p2 Interior parameters

Principal point (x,,y,)

Orientation (o, ¢, k)
P3 -> P3 Exterior parameters

Position (X,,Y,,Z,)

2 _ 2
pe->p m Distortion parameters: g,, 9,, 93, 94, Ky,

(FOX,Y:X0:Y0)5 9(X,¥:X0,Yo0))

X — X, + f (X, Y, X, yo) ——f. mll(x — Xo) + m21(Y _Yo) + m31(z _Zo)
m13(x o Xo) + m23(Y _Yo) + m33(Z _Zo)

Y—VY,+ g(x Y, X, yo) ——f. mlz(x - Xo)"'mzz(Y _Yo)"‘msz(z _Zo)
m13(X o Xo) + m23(Y _Yo) + m33(z _Zo)
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AA. 2016-2017

_ R

0 X, A =

f oy, 0 1

0 1 ) )

1 0 0 0

M=/0 1 0 O

p=KMAP=HP _O 0 1 O_

Che forma ha H?
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Sommario

« La trasformazione proiettiva
« Calibrazione

* Ricostruzione 3D
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Set-up -

Passive vision systems do not constraint cameras position.

Cameras have to be positioned to get the best volume coverage (every feature should be
surveyed by at least two cameras) and to view the volume of interest!

Set-up requires:

«Cameras position

*Focusing (and possibly choice of a proper lens)
Lens opening

Not all the cameras should view the same volume region.

Optimal set-up may require some time
and/or
Multiple cameras are used.
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- - - - - - Nk
Calibrazione, Proiezione e Ricostruzione _Jz_]

my, (X = Xp) +my, (Y =Yo) + My (£ —2Z)
My, (X — Xg) + My (Y —Yg) + My (£ —2Z)

X—Xo+ F(X, ¥, X, Yo) =—T-

) le(X — Xo) -+ mzz(Y _Yo) -+ m32(z _Zo)
M, (X — Xg) + My (Y —Yg) + My (£ —2Z)

Y—=Yo+9(X, ¥, X, Yo)=—TF

3 attort:

A) I punti nello spazio 3D: {X,Y,Z}

B) | punti misurati sul piano immagine {x,y}

C) I parametri { X, Y, Z, mij(co,q), K), T, X, Yoo {aPs} {aPy 3}

3 problemi:

A) + B) -> Determinazione dei parametri del modello proiettivo (calibrazione).
B) + C) - Ricostruzione (ray intersection, VR).
A) + C) - Proiezione (augmented reality).
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] ] _ _: 104
In che cosa consiste la calibrazione :Z'J-U

Determinazione dei parametri o di un loro sottoinsieme.

Determinazione del parametri della trasformazione prospettica:
Parametri esterni: Xc, Y¢, Z¢c, m;(o, ¢, K).
Parametri interni: X, y,, f.
Parametri di distorsione (o parametri aggiuntivi): g,, 9,, ds, 94, K,

X— X+ F(X, Y, Xy, Vo) =—F - m,, (X = X)) +my, (Y =Yo) + My (£ —Z,)
My, (X — Xg) + My (Y —Yg) + My (£ —2Z)

Y — VY, +g(x Y, X, yo) —_f. le(X — Xo)"‘mzz(Y _Yo)+m32(z _Zo)
My, (X — X)) + My (Y =Y,) + My (£ —Z,)

Quale problema intravedete?
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Perche calibrare? i

e Per ottenere misure e ricostruzione precise deqgli oggoetti.

« Per ricavare i parametri corretti della camera (focale, punto principale).
* Per rimuovere gli effetti della distorsione delle lenti (errori sistematici).

» Molto praticata in fotogrammetria / ridotta al minimo in computer vision.
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Calibrations

2D calibration (camera calibration, estimate of interior parameters).

3D calibration (estimate of the exterior parameters).
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Camera Calibration (determinazione
del parametri interni)

On the bench — surveying a regular
grid of fiducial points (= camere
metriche).

Off the bench (on the field) — distortion
parameters are estimated with the
geometrical parameters of the set-up
(external parameters).
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Calibrazione con punti in posizione nota jﬂ

 Pattern (3D) di punti in posizione nota (test field).
« Misurazione del punti.
« Determinazione dei parametri.

Per ciascun punto ho 2 equazioni di collinearita.
Ho 9 + D parametri aggiuntivi.

Ho bisogno di (9 + D) / 2 punti di controllo.
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Test field
(Known control points)

i
)
X
A

¢ .J / P
[ [ { { B
)

4
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v
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Estimated
parameters:

Distortions
Internal
External



Wand Calibration

2 steps:
Establish external reference system (and initialize estimate)
«“Refinement”: estimate of the parameters.

18:38:00

Wand itself can give a preferential reference system (and it can be used to recover
the scale factor).
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(2

Misure con mouse/cursore sul monitor
Precisione: 1/4 - 1/8 Pixel
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Il
f
o

Misurazione automatica dei control points :'ZL

Template Matching (least square, cross-correlazione) c e 0 ®

Template

A.A. 2016-2017




<L

Cross-correlazione

=

Calcolo il coefficiente di correlazione piu’ alto all’interno di una finestra di ricerca

0
)/(X, y) _ LR
G, 0R
\/ZiZj(gL(Xi’yj)_gL)z \/Zizj(gR(Xi’yj)_gR)z _ZiZj((gL(Xi’yi)_nggR(Xi’yj)_gR))
oL Or = Or = nm-—1
mn-1 mn-1
. . finestra di
fmestra_ di - > ricorca
correlazione N
B Conjugate pixels Search window
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Frosio, Borghese — Pattern Recognition - 2008

x10°
4
35
N ? \
o 2 g ?°
Lipc. Ro) =[] pr(}. Re). %
" 15
=1 1 \\
05
. e
0 100 200 300 400 500 600

P
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Approssimazione mediante DLT :ﬂ

Collinearita’:

X=X, + F (X ¥, %, ¥,) =—f M, (X —Xo) + My, (Y —Yo) +Mu(Z —2Z,)

mSI(X - Xo) T m32(Y _Yo) + mss(z _Zo)
M,, (X =X, )+ My, (Y =Y,) +my(£ - 2))
My, (X — X))+ My, (Y =Y,) +Myy(Z - Z,)

y_yo‘|‘g(X, Y, Xo,yo):_f

DLT: X = LX+LY+LZ+L, | parametri esterni ed interni sono
(Direct Linear L X +L,Y+L,+1 rappresentati con gli 11 coefficienti L.
Transform).

y= L. X+ LY +L Z+L
L, X +LY+L,+1
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DLT ed equazioni di collinearita :ﬁ

Lizxo'ral_fx S¥! _Xo'rsz_fx I, _Xo'r33_fx I3
D ’ ’ D ’ ’ D ’
| = Xo T fx(r11xo T r12Y0 + r1320) :
4 D ’
ZYO'rsl_fy e :yo'r32_fy Iy :yo'r33_fy Yy
° D ’ ° D ’ ! D ’
_ Yot fy (M- Xo + 1,5, +I‘23-ZO)_
8 D '
L_r31- _r32. _r33.
9~ E Lo = B L, = E 11 PARAMETRI da trovare =>
Richiede almeno 6 control points di coordinate note
D= —(rgl- Xo+ T Yo+ T ZO) -> stima ai minimi quadrati non iterativa

Trovati gli 11 parametri L;, ricavo i parametri interni ed esterni, che utilizzo come
approssimazione iniziale per il bundle adjustment
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Calibrazione con punti in posizione nota jﬂ

 Pattern (3D) di punti in posizione nota (test field).
« Misurazione del punti.
« Determinazione dei parametri.

Per ciascun punto ho 2 equazioni di collinearita.
Ho 9 + D parametri aggiuntivi.

Ho bisogno di (9 + D) / 2 punti di controllo.
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Bundle adjustement .

Inizializzazione

Correzione dei parametri in modo tale che il fascio di rette passante per i punti di
controllo e il centro di proiezione vada a coincidere con i punti proiettati.

Procedura iterative.

Analisi della qualita della soluzione (correlazione tra le variabili / stima dell’errore
sui parametri)
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Inizializzazione dei parametri :ﬂ

Soluzione determinata con Bundle Adjustment.
=> linearizzazione delle equazioni collinearita’
=> approssimazioni iniziali delle incognite

Interior parameters: Focal length, f, Principal point (x,,y,)-
Exterior parameters: Orientation (o, ¢, k) and Position (X,,Y,,Z,).

Distortion parameters: g, 95, 93, U4 Ky, e oo e e

Inizialization with distortion parameters set equal to O.
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Inizializzazione del parametri interni %
tramite vanishing points

Intersezione di linee parallele nello spazio ‘oggetto’ trasformate nello spazio ‘immagine’ da una
trasformazione prospettiva della camera.
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PP: ortocentro del triangolo

PP
(Xor Yo )

Cz\/dl *d2

Problemi:

* Quali linee estrarre?

« Come trovarle (autom/manual)?

« Come trovare i 3 vertici del triangolo?

AA. 2016-2017 44779



e Estrazione automatica di edges/linee con operatore di Canny.

» Aggregazione delle linee piu’ corte usando la loro pendenza e distanza reciproca.

* Per ogni linea, calcolare pendenza e distanza dal centro dell’immagine.

» Plottare pendenza e distanza.

» Classificazione delle linee in 3 gruppi (di solito <40°; ca 90 °; >140 °).

* Intersezione delle linee di ciascun gruppo per calcolare il punto all’infinito (pto di fuga).
» Calcolo di PP e focale.

—_—

Aggregazione
delle linee corte

AA. 2016-2017 45/79



La calibrazione come problema di stima * ‘Z.U

mll(x — Xo) T le(Y _Yo) T mls(z _Zo)
m31(X - Xo) T msz(Y _Yo) T mss(z _Zo)
M,, (X = X))+ My, (Y =Y ) +my(Z -2,)
m31(X - Xo) T msz(Y _Yo) T mss(z _Zo)

X=X, + F(X, ¥, %, Y,) =—

Y=Y, +9(X, Y, %5, Yo) =—

x = F(X,Y,Z | X, Ye, Ze, (.0, K), f, X,, {ap,})
y=GX,Y,Z| Xa Yor Ze mu(a)(l) k), , y,, {ap,})

Dati:

| punti nello spazio 3D: {X,Y,Z}

| punti misurati sul piano immagine {x,y}

Dobbiamo determinare:

| parametri { X, Y¢, Zc, m;(@,9, K), T, X, Vo, {aps}. {ap,}}
AA. 20162017 £>0Sa Serve?



o P-

Impostazione della Calibrazione : 2

X =FXY.Z| Xe Yo Ze, my(o,0, K), T, %, {ap,})
y=GX,Y.Z| X, Yo, Ze, my(o,9, K), T, y,, {ap,})

e Per ogni punto immagine (X,y) ho 2 equazioni di collinearita’
« Combinando le equazioni per M punti di controllo ho un sistema di 2M equazioni non-

lineari.

INPUT:
- coordinate 2D di punti misurati sulle immagini
- coordinate 3D dei punti di controllo.

OUTPUT (incognite):
- parametri d’orientamento interno € esterno
- parametri aggiuntivi (AP)
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Visione statistica della determinazione dei
parametri

X - FOXY,Z | Xey Yo, Ze, my(@,0, K), T, X, {apyJ) = €
y - G(X,Y.Z| Xe, Ye, Zg, mu(mq) K), T, ¥, {apy}) = &

/ \

Osservazioni Modello
eX - eXS + eXr
—esS+elf i
Cy=& T Errore randomico

\ . .
/ \ (di misura)

Errore  Errore sistematico Minimizzo e,” + e,?
totale (di modellazione) Minimo pere,’ =¢° = 0.
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<L

Minimizzazione dell’errore

X - FOX\Y,Z| Xe, Y, Zc, my(@,0, K), T, X, {ap.J) = €
y - GX\Y.Z| X, Y, Ze, (0,0, K), T, y,, {ap,}) = €,

Minimizzo e,* + e,°
Minimizzo la differenza tra le osservazioni
misurate ed i valori predetti dal modello
per uno stesso punto (X,Y,2).

(X - FOXYZ | X, Y, Ze, my(o,4, K), £, X, {ap,d)? +

Minimizzo
(Y - GX,\VZ| X¢, Y, Ze, mi(@,0, K), Ty, {apy})?

rispetto a che cosa?
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7% Visione gemetrica della determinazione dei 2%
"-'/?’\ v“lg 2 3 'L'LU
. parametri (bundle adjustment)

(X - FOX\Y.Z | Xe, Yo, Z, my(w,4, K), f, X, {ap,})? +
(y - GIX\Y.Z| X¢, Y, Z, m(0,0, K), T, y,, {ap,})°

I\/Iisure/ \ .. .
Prolezione perspettica

Regolazione dei parametri che determinano il fascio di rette retro-
proiettate sul piano immagine attraverso il centro di proiezione.

Minimizzo

Bundle-adjustment. Minimizzazione dell’errore di retro-proiezione.
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Minimizzazione tramite gradiente : ‘_LU

Minimizzo J(.) rispetto ai parametri.

Tecnica del gradiente applicata alla minimizzazione di funzioni non-
lineari di una variabile: J=J(w|....).

Pl

(Jmin_‘]ini)

v

La derivata, mi da due informazioni:
1) Inquale direzione di w, la funzione decresce.
2) Quanto rapidamente decresce.

Definisco uno spostamento arbitrario lungo la pendenza: maggiore la
pendenza maggiore lo spostamento.Mi muovo lungo la direzione
della pendenza, arrivo in P!, Calcolo J(w'").

Da qui riparto fino a guando non arrivo in P_.; ..



- Minimizzazione di funzioni di piti variabili %%

min( J{w}| .....) funzione costo od errore

oJ ({w}]....) w, +8J({W}|....) W,

Gradiente: ow, |w, | oW, W, |
OJ (W} ...) Wy  OI(WR...) W,
6W3 |W | aW4 |W4 |

Modifico il valore dei pesi di una quantita proporzionale alla pendenza della
funzione costo rispetto a quel parametro.
Estensione della tecnica del gradiente a piu variabili.

Serve un’approssimazione iniziale per I pesi Wi = {w;};.
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MINniMiZZazZzione tramite graaiente nel s
bundle adjustment dll

(x - FOXY,Z | X, Yo, Ze, mij(oo,(l), K), f, X,, {ap,})

E la mia funzione da ottimizzare. Ne faccio lo sviluppo in serie di
Taylor arrestato al primo ordine:

Y oF ()
oW, |

ot

x-= F(JW) +

Da qui ricavo un sistema lineare da culi
ricavo I dw;
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ESEMPIO al applicazione tecnica ael O
gradiente per funzioni di 1 variabile ‘“i‘g.u

Supponiamo che il modello da noi considerato sia semplice: y = ax?

Consideriamo di avere stimato a = 2 e di avere misurato y = 3 per x = 1. Possiamo modificare
il parametro a in modo tale che il modello fitta i dati (x=1 e y =3).

Linearizziamo il modello e scriviamo: (y - ax?) -

da
Sostituendo i valori otteniamo: da=@3-2-1)/(2-2:1)=1/4

a=2+1/4=2.25. da=(3-225-1)/45= 1/6
a = 2.25+0.166 = 2.415.

[i (axz)}da

da=-(3-242-1)/484=0.11

a=2415+0.11=252. da=-(3-2521)/504=0.1....
Avendo piu di una misurazione dobbiamo “mediare” tra gli incrementi dx calcolati per ogni

misurazione.
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<L

X = F(P(X,Y,Z)[{w})
Ym = G(P(X,Y,.Z){w})

Y

| X

|r/0ptical axis
]
[}

Xy = Xo= Xp F/Zp= £ oo
r31(Xa=Xo) + 32(Ya-Yo) + 33(ZaZo)

21 (XaXo) + 12(Ya-Yo) + 13(Za-Zo)

r31(Xa=Xo) + 32(Ya-Yo) + 33(Za-Zo)
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viinimizzazione ael resiaul Nk
(problema di minimo non lineare) Lf‘u.'u

min(x - F(POX,Y,Z2)Kw})? + (y - G(P(X,Y,2)[{w}))? = min(F* + G*)

F*, G* sono i residui delle equazioni di collinearita

Il minimo della funzione F*|G* sara = 0 (errore di modellazione + errore di misura).

Linearizzazione (sviluppo di Taylor del primo ordine)

F*(t+1) = F*(t) + 3 F 0 *dw,
= owy |

W 5G"()
*(t+1) = C*(1) + ——7 *dw.
GH) =67+ X, M
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Risoluzione della Calibrazione :ﬁ

Equazioninon-  x = F(X,Y.Z | X, Y¢, Z¢, my(@,0, K), T, X, {ap,})
lineari. vy = G(X,Y,Z| X, Y¢, Ze, my(,4, K), T, y,, {ap,})

Definisco W = [X¢, Y, Zo, (.0, K), T, X, ¥,, {ap,}, {ap,}]
STRATEGIA DI SOLUZIONE: stima al minimi quadrati iterativa.

Parti da un valore iniziale del parametri.

Ripeti:
A) Determinazione dell’errore di retro-proiezione con il set di parametri
corrente.

B) Linearizza le equazioni di collinearita per il punto P, ed i parametri
{Wi.

C) Determina un valore incrementale delle incognite che migliora la
soluzione, cioé diminuisce ’errore di retro-proiezione (W% = Wt + dW")

Fino a guando [’incremento dei parametri non diventa trascurabile. dW'= 0



¢A) Determinazione dell’errore di retro-proiezione @
- (residuo) LE;L'J

Per ogni punto, [p,(X,.Y,) P(X..Y.Z)],
Dato un certo insieme di parametri:

W= [XE, Y, 2, mb(o,0, K), T, X, v, {aphd {ap'}]
(X - FOX Yol | X, Yo, 2l mb(o,0, K), T, X, {ap'})
(yk - G(Xkka’Zkl Xtc’ Yto Ztc’ mtij(0)1(|)1 k), !, ytO’ {apty})

Definisco residuo o errore di retro-proiezione la quantita [v,, vy]:
Vixk = F(Xk,Yk,Zk | Xto th, Ztc, mtij(wv(b’ k)’ f, Xto' {aptx})_ Xy
Vy = G(Xy Y Zil XU, Yio, Zt, miy(,0, K), T ¥4, {apl,}) -y,

NB Il residuo contiene sia I’errore di modellazione che ’errore di
misura. Se 1 parametri sono quelli “reali”, 1l residuo sara uguale solo
all’errore di misura.
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= Linearizzazione della funzione da minimizzare :IZLU
= (errore di retro-proiezione, o residui)

Per ogni punto, [p,(X,..Y,) P(X..Y.Z)],

Dato un certo insieme di parametri:

W= [X'e, Yie, Z', mYy(e,9, K), T, x40, ¥, {apid {ap',}]

F* = (% - F(XoYioZi | Xie, Yo, Zi, mty(o,0, K), f x4, {apt })? +
G* = (Vi - G(Xy, YiZl X, Y, Zic, m(@,0, K), 1, ¥, {ap})?

(% - FX Yol | X, Yie, 2l mb(o,0, K), T, X, {ap'}) +

M dXo+6FO dY0+aFO dZo+aF() do+....
a><0 t aYO t aZO t aa)O t
WF R I Py Pl Py Pl Py W R | Py

Yk = FOX Y| Xiey Yia Zic, (.0, K), T, X, {aph) +

oG O dxo+aG () dYoqLaG () dzo+5G O do+.....
0Xo "Rl Yo Rl 0L, IRl 0, IRl
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: : .- ars

B) Sviluppo in serie di Taylor (forma jﬂ
matriciale)

(X - FOX Yol | X, Yo, 2l mi(o,0, K), T, X, {ap'}) +

FO| g OFO| 0, OO
X, oY, | oz, | e,
Pl Py Pl Py

W [P | pi W [P | pi

Yk = FOX Yol | X, Yie, Zic, M., K), T, X, {api]) +

aG*O dXo+aG*() dYo+aG*() dZo+aG*() do+
6X° P, Ipy aYO P, Ipy 820 P, Ip 50)0 P Ip

AX=D M punti e N parametri di calibrazione.
A (2*m x n) - Matrice di disegno (contiene le derivate parziali).

X (n) — Vettore delle incognite (gli incrementi dei parametri di
calibrazione).

b (2*m) — Residuo o errore di retro-proiezione.
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F .

Determina I’incremento dei parametri  © 7

(X - FOX Yol | X, Yie, 2l mi(o,¢, K), T, X, {ap'}) +

oF () OF0 . OF 0, 0F0
X No|,.. 0|,  ~—~ Ow

o

dX,

O wipp, WP I

Yk - FXio Yol | X, Yie, Zie, mb(o,0, K), T, X, 1aph}) +
LG O\W dXo+aG O{ dYo+aG O{ dZO+6(3 ()L do+.....

oX,, oY, 0z, O,
AX=D Stima ai minimi quadrati.
A*A X = A% b -)‘ X = (A’*A JIA* b
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‘Ju ) Condizionamento della matrice C = A’*A =

c;; — contiene la somma dei prodotti delle derivate della funzione
proiettiva rispetto al parametro i e j calcolate per tutti i punti.

Per evitare di ottenere elementi troppo grandi che rendono la norma
della matrice C vicina alla precisione della macchina, si
preferisce utilizzare la Singular Value Decomposition per
risolvere il sistema lineare.

AX=b=2[UWV]x=b>UUWVx=Ub 2> Vx=W1U’D

Matricl diagonale x=V’'WU’b

. nxn . .
Matrice ortonormale « La matrice C non viene

. Matrice ortonormale  formata.

nxn « W-!contiene i reciproci
AA. 2016-2017 62/79 degll elementi di W.
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Ead

Rank-deficiency nella matrice del jZ.U
coefficienti

x = (A*A y1A* b |x=V'WiUb |

Se A e rank-deficient, A’*A ¢ singolare.

Si puo facilmente osservare valutando il valore singolare piu piccolo
della matrice W.

In questo caso il problema e sovraparametrizzato.
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Valutazione della bonta della stima

X = (A*A)IA* b

Definisco residuo o errore di retro-proiezione la quantita [V, Vy]:
VXk - F(Xk,Yk,Zk | Xtcv th, ZtC1 mtij((01(|)’ k)’ ft’ XtO’ {aptx})_ Xk
Vg = G(X, Y1 Zil X6, Yoo, 21, mby(o,4, K), T, vt {ap!,}) — %,

Errore di misura Gaussiano a media nulla e(0,62)

<V, > = <VXy> =0

A 2 2 2
6.2=> v, 2+v, ?)

m=1
Errore di retro-proiezione = rumore di misura.
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.« Valutazione della bonta della stima del :ﬁ
= singolo parametro e della loro correlazione

X = (A’*A YIA* b Gy =Z(me2 +Vym2)

m=1

X=C1IA*D C -1é chiamata anche matrice di covarianza.

Chiamiamo u e Vv le variabili casuali associate all’errore sui
parametri e all’errore di retro-proiezione, rispettivamente. Si
suppone errore a media nulla e Gaussianamente distribuito.

X+Uu=C1A* (b+v)

l

u=C-1A*v

AA. 2016-2017 65/79



‘43 Impostazione del calcolo della correlazione :Z”
tra i parametrsi '

u=C-1A’v B 2 ]
U, uu, ... uuy
Vogliamo individuare la TRIE G TRY
i 271 2 2-W
correlazione tra due
parametri r ed s. Devo
quindi determ_lnare il UyU, UyU, ... U,
valore atteso di u, * u..

u=C-1Av => w=v'A(C1)
uu’ = C 1A’ vw’A (C 1) => Applicando I’operatore di media, si ottiene:
<uu’>=C 1A <vv'>A (C 1)
Dato che v sono I residui, e sono indipendenti, e tutte 1 punti di controllo
hanno lo stesso tipo di errore di misura, si avra che <vv’>= I
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‘%3 Calcolo della correlazione tra i parametri z:u

<uu’>=C 1A’ A (C 1) '0,2=C 1o,°

Da cui si giustifica il nome di matrice di covarianza per C1L.

Segue che: o%(u;) = ¢ 'oy” Varianza sulla stima del parametro.

Esempi di correlazione elevata:

f<->Z, 20 X0, yo <-> X, Y, X0, YO
<uu; > C.
—1<r; = ‘ =——<+1
\/< u, >’<u; > C,C,

Indice di correlazione tra il parametro i ed il parametro |
(empiricamente si scartano parametri quando la correlazione e superiore al 95%)

Vanno rapportati alle dimensioni dei parametri coinvolti.
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Proprieta del bundle-adjustment : &_J.'J

Con punti di controllo di coordinate note puo essere utilizzato per
calibrare una fotocamera.

Nella calibrazione di piu fotocamere che guardano lo stesso pattern
di calibrazione, si possono inserire anche punti di coordinate non
note (deve valere la relazione:

2*(M+ K)*N >3*K + N * (9 + AP)
N — numero di video-camere.
M — numero di punti di controllo di coordinate note.
K — numero di punti di controllo di coordinate non-note.
AP — parametri addizionali.

Esempio: 3 video camere, 4 parametri addizionali. = 2M + K> 13.
Diverse combinazioni di punti di controllo (posizione nota e non nota).
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Attenzioni nella calibrazione :'ﬂ

- At least over two planes (to minimize the impact of the correlation between Z, and c).

« Good coverage of the working volume (extrapolation fails): good distribution of the
control points over each image, and of the images inside the working volume.

« Extract good features from the images (weighting of the observations may apply).

 Analysis of the geometrical model parameterization (weak-perspective or
paraperspective instead of persepctive projection).

« Analysis of the adequacy of the distortion model parameterization (number of
distortion parameters).
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Sommario

« La trasformazione proiettiva
 Calibrazione

e Ricostruzione 3D
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1 Optical axis
r 5
]

1

Nello spazio 3D esistono oot
punti compatibili con p,
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Dal 2D al 3D

Figura 2.6 Il problema della ricostruzione 3D.

Soluzione: Stereoscopia




P'
»

o0

(@)

T/Z=d/f
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0, —

3D basato su stereo-disparita

O, = baseline
X, — X, = Stereo disparita

"o

y !1?—:/"
3 iJ U



eCorrispondenza.
eRicostruzione posizione 3D.

eClassificazione.
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Problemi

Low-level processing

High-level processing




Dal 2D al 3D

Invertiamo le

Equazioni di collinearita

P(X,Y, Z2) => p(xy,f)
>

p(x,y, f) => P(X,Y, Z2)

mll(x . XC)+ mlz(Y _Yc)+m13(z _Zc)
My, (X = X)) +may, (Y =Y ) +my(Z2 -Z¢)
M,y (X = X )+ My (Y = Yo ) +my(Z-2Z)
Mgy (X = X)) +My, (Y =Y ) +my(Z -Z¢)

Xa=Xo +F*

Ya=Yo+T*

z,=f
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Dal 2D al 3D _z%

[m31(X o Xc)+ m32(Y _YC) + m33(z o Zc)]*(xa'XO) = f[mll(x o Xc)+ le(Y _Yc)+ m13(Z _Zc)]
[m31(x o Xc)"‘ m32(Y _YC) + m33(z o Zc)]*(Ya'yO) = f[mzl(x o Xc) + mzz(Y _Yc) + m23(z _Zc)]

Sono equazioni lineari in X, Y, Z:

o [M31(Xa-Xo) - fMy1] X + [M32(Xa-Xo) - FM12] Y + [M33(Xa-Xo) - fM13] Z =

[Ma1(Xa-Xo) - fM11] Xc + [M32(Xa-Xo) - fM12] Y + [Ma3(Xa-Xo) - fMis] Zc
o [Mz1(YaYo) — fmaa] X + [M3a(Ya-Yo) — fMa2] Y + [M33(Ya-Yo) — fMas] Z =

[M31(Ya-Yo) — fMa1] Xc + [Ma2(Ya-Yo) — fMa2z] Y + [Mas(Ya-Yo) — fMas] Zc

Identificano due piani:

e aX+tbh Y+ciZ=d; /] asse 'y
« LX+h Y+crZ=d /] asse X

Interesezione di due piani _individua una retta nello spazio 3D (raggio della video-camera,
camera ray). Retta per il punto sul piano immagine ed il centro di prospettiva.
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{p;(X,y) <==>p,(X,y)}

[P, (xy) | po(xy)] => P(XYZ).

Figura 2.6 Il problema della ricostruzione 3D.

Equazioni di collinearita per due video-camere:
0,1y X + 01y Y + Cipyy Z = diy
3,1y X+ Dopyy Y + Coryg Z = dopyg
®d 1y X+ D1y Y + Cipyp £ =

Z
3,1y X+ Dopyp Y + Coyp Z
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Ricostruzione - matrici kv
_alTV1 o _ I dinva _ [ X ]
A Apryy  Alpyy  Alpy B Aoy P_|Y
a'1TV2 blTVZ C1TV2 d 1TV2 Z
| Aoy szvz Conva _d 2TV2 -
In forma matriciale: AP =B => P=(ATA)1ATB

Intersection error, €jn;
P2
Resonstructed point = P

Py

eEffetto dell’errore di misura.
eQuando non ammette soluzioni?

Image target #2
mage target #1

P2

P1 .
Camera perspective centers
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Ricostruzione - Ray intersection S

eAltra soluzione: equazioni in forma parametriche delle due rette:
X;=Xc,+a, k X,=Xc,+a,h

Y,=Yc, +b Kk Y,=Yc,+b,h

Z,=7Zc,+c k Z,=2Zc,+C,h

Ming  [(X-X)2+(Y 7Y ,)2+(Z1-Z,)7]

Intersection error, €jnt
P,
Retonstructed point = P

eCalcolo della distanza (funzione dei Py

due parametri, h e k);
eMinimizzazione (funzione dei due parametri).

Image target #2
mage target #1

P1

. p2
Camera perspectlve centers
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Augmented reality at work

B
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Sommario

« La trasformazione proiettiva
 Calibrazione

* Ricostruzione 3D
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