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Sommario f 20

¢ Cinematica inversa

» Sistemi lineari di n equazioni in n incognite

+ Sistemi lineari con m equazioni e n incognite (m > n) (sistemi
sovradeterminati). Soluzione ai minimi quadrati.

+ Diversa importanza ai gradi di liberta dell’end point
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) Cinematica inversa %

Viene definita la traiettoria dell’end-point.

Occorre calcolare le rotazioni (i movimenti)

AP, dei joint.

Lo spostamento viene suddiviso in tanti
piccoli spostamenti, per ogni spostamento
elementare si calcola la variazione angolare

richiesta per tutti 1 joint.
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Come vengono trattate le velocita :‘Z

Dividendo entrambi i membri per At si ottiene:

V=J0

Cinematica dell’ Cinematica dei
End-effector Joint

Elemento chiave ¢ il Jacobiano, J.

Contiene le derivate parziali di f(.) rispetto a tutti i parametri liberi.

Le derivate sono calcolate nel “punto di lavoro™.

L’espressione analitica di J vale Vvalore dei parametri liberi, ma il
. valore assunto da J varia in funzione dei parametri liberi.




A Cinematica diretta %

PO_ABSPp = ABS_ABE A PO_LOpP =

(I, cosa +1y)cos f—| sinasin f+T,

—(l,cosa+1,)sin B -, sinacos B+T,

0 gnd effector
1
X
Y Z root
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Il Jacobiano %

Consideriamo la trasformazione diretta joint -> end_point.

P(t) = f{o(®), B(D), T, (1), T, (O] 1y, 1,)-

P (1) = £,(a(t), B, T,(0, T, I, 1))
P (1) = f,(a(t), B(D), T(0, Ty(0)] Iy, 1). J
P(0) = f,(a(0), B(V), T(0), T, (0] Ty, ).

Chiamiamo W, = [a,, B, T, T,,] il valore dei parametri [j€ri all’istante t,.

o () of, () of () of () _ B}
oa v, OB by, T, |, T, |, a-a
Px - Px ' ‘ ‘ ﬂ_ﬂ
A 1 YA 6 I XTI A B R
y Yk aa aﬂ aT aT X Xy
P- sz W W IV Y lw T, _TYk

8fz () afz () afz () 8fz () ......
oa |y, op W, oT, W, oT, w - -
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Il Jacobiano dell’esempio %

(I, cosa+1,)cos f—I;sinasin f+T,

ABS_ABS

eP=

—(l,cosa +1,)sin B~ sinacos B+T,
0
1

—|, sinacosf—I, cosasinf -, cosasinf—| sinacosf—I sing 1 0
J(W,L) =+l sinasinB—I, cosacosp I, cosarcosf+l, sinasins—l,cosp 0 1

0 0 00
End effector
S
—lsin(e+p4) -—lsin(a+p)-l,sing 1 0
=|-l,cos(a+p) -l cos(a+p)—l,cosf 0 1
0 0 00
AA 00500t 7134 http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese

./ Cinematica inversa attraverso il Jacobiano -%

V,=J(Z,L)dZ/dt Esempio: Vv=J@

Consideriamo Z($)= [A(ou(t), B(1), T,(t), T,(t) ] il valore dei parametri liberi.

Possiamo ricavare dZ/dt come:

dZ/dt=J'(Z,L)dpP,?

E’ un sistema lineare.
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Sommario i
+ Cinematica inversa
 Sistemi lineari di n equazioni in n incognite

+ Sistemi lineari con m equazioni e n incognite (m > n) (sistemi
sovradeterminati). Soluzione ai minimi quadrati.

+ Diversa importanza ai gradi di liberta dell’end point
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I sistemi lineari b
dP/dt = J(Z, L) dz/dt b = AX

A, X Fa,nX, 85X F e+, X, =D,

n"*n
Ay X + 85X, + 8y X+ + 3, X, =D,

2n"n

A — matrice dei coefficienti
b — vettore dei termini noti.
x — vettore delle incognite.
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Esempio 2
\;\
y=x+2 \\\
y=-3x+1 N
\\\
\\\
\\\
1%, —1x,=-2 o
Bx-1x,=-1 =Y
Scrivo il sistema lineare: Ax=Db
- 2
A:[a 71} b= {_J
A.A. 2004-2005 11/34 http:\\nomes.dsi.unimi.it\~borghese
Soluzione dei sistemi lineari b
AX =D

X ¢ una soluzione se soddisfa tutte le equazioni del sistema stesso.

Soluzioni:
! 3 Soluzione (sistema impossibile)
3 Soluzione (sistema possibile)
1 soluzione (sistema determinato)
> 1 soluzione (ook soluzioni — sistema indeterminato).
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Sistemi lineari quadrati f
AX=b A di dimensioni n x n
(ATA)X=ATb X=A1b

Matrice dei complementi algebrici

/

A= [1/det(A)] A* o wn L o
A¥=
A+ij:(—1)i+jdet (A§ij) A A L. A'w
%/—/

A ¢ ottenuta da A sopprimendo la riga i e la colonna j

det(A) — Z a kA+rk Minore complementare
k M
Condizione di esistenza dell’inversa ¢ det(A) # 0
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Rango di una matrice i
det (A§1J) Minore complementare

Data una matrice A di ordine n (n X n),

una matrice A nxn harango m < nse e solo se
esiste un suo minore di ordine m non nullo

mentre sono nulli tutti 1 minori di ordine m + 1.

Una matrice A n x n ha rango n (rango pieno) se e solo se

il suo determinante ¢ diverso da 0
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M 1x, -1x,=-2
y=x+2 \‘\\ 3x-1x,=-1
y=-3x+1 . o

X, =X
X7y
1 -1 2
A= [—3 —1} b= {_1}
det(A) = 1(-1)-(-1)(-3)=-1-3=-4 Rango di A ¢ pieno
\
\\
\\
=3/4
X1 P=A'b P =[3/4 -5/4]
X, = -5/4
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Esempio di non risolubilita g
1 X] - 1 XZ = _2
2y=2x+4
R X, =X
X7y

det(A) = 1(-2)-(-1)(2)=-2+2=0

La soluzione non ¢ unica: tutti i punti della retta soddisfano
contemporaneamente le 2 equazioni
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Il Jacobiano dell’esempio semplificato %

(I,cosa +1,)cos -1 sinasin
ABSiABSPZ . .
¢ —(l,cosa+1,)sin -1, sinacos

J(W,L) = {— I sin(@+B) - sin(a+B)—I,sin B }

«nd effector —l,cos(e+p) -l cos(a+p)—Il,cosf
S

JW,L)=I?sin(a + B)cos(a + B) +1|, sin(a + B) cos(S) —
I? sin(a + B) cos(a + B) —1,|, sin Bcos(a + )

JW,L)=I, sin(e + B)cos(f) -1 |, sin S cos(ax + )

J()#0 a+B#0+£180 [a+B#90+180
root B#0=+180 B#0+180
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Il Jacobiano dell’esempio semplificato %

(I, cosa+1,)cos B, sinasin B ]
ABSiABSPZ . .
¢ —(l,cosa+1,)sin -1, sinacos

Caso particolare: a = =45 - 1,=1,=2

S nd effector

JW,L) =] “hsin@+p) —hsin(a+f)=lysin g
’ —l, cos(a+ ) -l cos(a+p)—|,cosf
J(W’L) = {_02 —i:/z\/i:| det(J) _ 2\/2

root
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01 Il1Jacobiano dell’esempio semplificato %

(I,cosa +1,)cos -1 sinasin
ABSiABSPZ . )
¢ —(l,cosa+1,)sin -1, sinacos

Caso particolare: o = =45 - 1,=1,=2 dP=[11]

nd effector
>>inv] =

1.7071 -0.8536
-0.8536  0.5000

13k =X =
X=I"b 0.7071
-0.7071
root J*X=dP
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Caso indeterminato %
| =Isin(@+p) I sin(a+p)-|;sin g
J(W,L) = {—Il cos(a+pB) -l cos(a+p)-I, cosﬁ}

Caso particolare: a =B=0| W, =0, 0]

J(W,L) :H _,]O_IJ (AP, = J(W, (0, L)AW|

(PX—PXK)_[ 0 0 {a—O}
(Py_Pyk) _Io _IO_II B-0
J(.)=0 Sistema indeterminato

P-P,=0
P-Py=-ljo—(lgt])) p  e— P-P,=0
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[ §5) Sommario :‘Z
* Cinematica inversa
» Sistemi lineari di n equazioni in n incognite

+ Sistemi lineari con m equazioni € n incognite (m > n)
(sistemi sovradeterminati). Soluzione ai minimi quadrati.

* Diversa importanza ai gradi di liberta dell’end point
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Sistemi lineari con m > n :‘Z

=

J(W,L) ¢ rettangolare: numero di righe maggiore del numero di colonne

4o AX=b A di dimensioni m x n
y=X

y=-3x+1

y=-x -1/2

Una delle 3 righe di A ¢
combinazione lineare
delle altre.

T 2 P =[3/4 -5/4]
= |-3 -1 = -1 . . .
A { 1 J b 05 Esiste un’equazione “di troppo”
Nessuna, 1 o oo soluzioni Rango di A ¢ pieno
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11



Ky Soluzione approssimata generale P

min || Ax -b || AX=Db A di dimensioni m x n

a; X, tapx,—b =v,

- : : 2
a,X; ta,Xx,—b,=v, \ReSIduO min Zk V,

a3 X T aynX,— by = v,

min ( Ax -b 2=>AT(A X —b) =0

X = (AT*A )IAT* b Rank(A) = Rank(C)

C = AT*A ¢ la matrice di covarianza

(matrice quadrata n X n)
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i) Sistemi lineari con m > n 2

=

J(W,L) ¢ rettangolare: numero di righe maggiore del numero di colonne

4o AX=b A di dimensioni m x n
y=X

y=-3x+1

y=-x -1/2

_10.1250  -0.1250 — T — N
Q) = "5 | P=C*AT*b P[4 -5/4]
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Esempio %

|, cosar+l,)cosf—I, sinassin,
T
e —(, cosa+l))sinf—I, sinacosf
ABS_ABS I° cosfs
P=

l, sinﬂ} \

gnd effector Clsin(@+f) I, sin(@+f)—1,sin B

—l,cos(a+pB) -l cos(a+p)-I,cosp
J(WaL) = 0 —l,sin g
0 I, cos B
f
J(W,L)=0 B = {0, 90°}
root
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Esempio (m =4, n =2) %

—lsin(x+ ) —I sin(a+pg)—l,sin g

J(W L) — |—=lcos(a+pB) -l cos(a+p)-Il,cosp
’ 0 _1,sin 8
0 I, cos B
= (TT *7 )1 * JT =*
X=(PR)TEIED ) {dpe/dt} {da/dt}
= X =
dP, /dt dp/dt
gnd effector Ax 1 i1
-, =l —1;sin45
— |0 locosds Supponiamo: o = B = 45°
J(W’L) o —1,sin45 PP g
f 0 I, cos45
JTH) = 1 12 +10+/2/2
12 +107/2/2 (1, —1, sin45) + (1, cos 45)* + (I, sin 45)* + (I, cos 45)°
root
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Esempio (m =4, n =2) jz,

R

N dp, /dt de/dt

= (JT #J )1 * JT * = =
x=T*I)t*JT*b b=l g *Tldp/dt
Supponiamo: o = 3 = 45° dpe =1 dPe =0
Supponiamo: [, =1, =2 dpf =1 dPf =0

284

gnd effector  C=(JT*J)! = [6.8284 176 8}

_CHJTHp = -0.0976 | |da
X=CRIEb= 1 02357) 7| ap

f 1 1 dR,

_ 103333 o| |dP,
= 0.3333 7 1l " dr, che ¢ diverso
()'3 333 0 dpfx dal valore desiderato

root min || Jx -b || = 0.33332+0.6666>+0.33332
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L) Sommario :ZJ

* Cinematica inversa
» Sistemi lineari di n equazioni in n incognite

+ Sistemi lineari con m equazioni e n incognite (m > n) (sistemi
sovradeterminati). Soluzione ai minimi quadrati.

 Privilegio di gradi di liberta dell’end point
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- Come privilegiare alcuni gradi di liberta _'%

min || P(Ax -b) || PAX=Pb A didimensioni mx n
P di dimensioni m x m — matrice dei pesi, diagonale

P12 1X; T PiaX,—piby = vy
P22 1X; T PranXy — Paby = V3
P3831X; T P3a3,%, — P3by = Vs

. . 2
Residuo min Zk V,

ATPAX=ATPb

Rank(A) = Rank(C)

X=(ATPA)IATPD

C=AT* P *A ¢ la matrice di covarianza

(matrice quadrata n X n)

29/34 http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese

A.A. 2004-2005

Esempio (m =4, n =2) _-%

—lsin(x+ ) —I sin(a+pg)—l,sin g

J(W,L) — |- cos(()a +p) —lcos(a+p)—I,cosp

—l,sin B
0 I, cos B
— (TT*P * T )1 * JT *
x=(JT*P*Jy! *JT*p {dPe/dt} {da/dt}
= X =
dp, /dt dg/dt
gnd effector 4x1 2x 1
-1, —=1,-1,sin45
0 -l,cos4s Supponiamo: a = B = 45°
JIW,L)= | o | nas o P
0 I, cos45

n(1 #1182 /2)

1 2
p *1,

TPI=| |
p,(+ IOII\/E/Z) pl, -1, sin45)’1+ p,(, cos45)” + p,(, sin45)® + p,d, cos45)2]_

root
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fYs

=

T 1% T b= {3://?] de/dt
- -1 % * \ /dt X =
10 0 0 O
Supponiamo: o = 3 = 45° p— |0 1000 dpPe =1 dPe =0
Supponiamo: 1, =1, =2 0 0 10 dpt =1 dPf =0
0 0 01
40 68.28
- T _
gnd effector (TP = {68.284 140.568

1 1 dR,
J*x = 0.0833 + 0 _ dpey piu vicino
X~ 10.0833 1 dP, . ,
x al valore desiderato per il
0.0833 0 dp; punto E e meno per il
100t min || P(x —b) || = (0.0833*10)>+0.0833%+0.0833>  PumtoF
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Esempio (m=4,n=2) :‘Z_,

. 1T -03994] [der
x=C*Jl*b= {-0.0589} “ldp

A.A. 2004-2005

Privilegio di alcuni gradi di liberta %
dell’end point

x=(ITPI )1 * JTP* b IX=b

Attraverso P posso influenzare la soluzione
(vincolo soft sul movimento)
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Condizionamento della matrice C = A’*A _242__.",

¢; — contiene la somma dei prodotti delle derivate della funzione
proiettiva rispetto al parametro i e j calcolate per tutti 1 punti.

Per evitare di ottenere elementi troppo grandi che rendono la norma
della matrice C vicina alla precisione della macchina, si
preferisce utilizzare la Singular Value Decomposition per
risolvere il sistema lineare.

Ax=b2> [UWV]x=b>UUWVx=Ub-> Vx=W1U’D

/Matricg diagonale x=V’W1U’b
nxn

Matrice ortonormale ) + La matrice C non viene
¥ x 11 Matrice ortonormale formata.
nxn *  W-! contiene i reciproci
A.A. 2004-2005 3334 degli elementi di W.
Sommario B

* Cinematica inversa
» Sistemi lineari di n equazioni in n incognite

+ Sistemi lineari con m equazioni e n incognite (m > n) (sistemi
sovradeterminati). Soluzione ai minimi quadrati.

* Privilegio di gradi di liberta dell’end point
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