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Moltiplicazione

128 x
214 = 128x(4x10°)+ unita
-------- 128x(1x10%)+ decine
512+ 10° 128x(2x10?) = centinaia
128-+ 10! 27392
256--= 102
27392

volte pari alla cifra analizzata del moltiplicatore.

Nel caso binario le cifre sono solo 0,1 ====>»

A.A.2018-2019 3/37

Prodotto come somma dei prodottiparziali. Ognuno dei prodottiparzialiaggiunge il
moltiplicando pesato con il peso della cifra analizzata del moltiplicatore x un numero di
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Algoritmi per la moltiplicazione dll
Moltiplicando 11011x

Il razionale degli algoritmi firmware della o
moltiplicazione & il seguente. Moltiplicatore 101=

Si analizzano sequenzialmente i bit del 11011+
moltiplicatore e:

——— 00000-

1) Si mette 0 nella posizione opportuna(se
il bit analizzato del moltiplicatore = 0). -

2)  Si mette una copia del moltiplicando 11011
nella posizioneopportuna(seil bit 11011- -
analizzato del moltiplicatore é = 1).

Prodotto 10000111
La moltiplicazione viene effettuatacome somme successive,
con peso crescente, di uno trai 2 valori: {moltiplicando, 0}
A.A. 20182019 4137 http:\\borghese.di.unimi.it\




La divisione ¢ I’operazione inversa del prodotto
2628:12=219 (resto=0) > 219 x 12 (+ resto) = 2628

[(2x102) + (1x10Y) + (9x10%)] x 12 = 2628

Da cui segue che ad ogni passo della divisione erodiamo una quantita via via
decrescente. Al primo passo:

[(1x10%) + (9x10%)] x 12 = 2628 — (2x10?) x 12 = 2628 — 2400 = 228
Abbiamo cioé eroso 24 centinaia.

Al passo successive eroderemo in questo caso 12 decine:
[(9x10%)] x 12 = 228 — (1x10%) x 12 =228 — 120 =108

E al passofinale 12x9=108 unita.
Resto= 108 — (9x10% x 12 =108 — 108 =0

Quello che rimane é il resto, pariaO0.

La divisione decimale Al
Dividendo Divisore
\ glG s / Quoziente
116
8
\ Resto
Dividendo = Divisore * Quoziente (quoto) + Resto
A.A. 20182019 5/37 http:\\borghese.di.unimi.it\
- - = o= - e 1. .
Razionale della divisione decimale dll
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La divisione decimale

2516 :12 = 0209

12x0=0=
25 -
12x2 =24= Erodiamo 2 centianaia di 12
11-
122x0= 0= Erodiamo 0 decine di 12
12x9 = 116 -
108 =

A.A.2018-2019

Erodiamo 9 unita di 12

Dividendo = Divisore * Quoziente (quoto) + Resto

7137

http:\\borghese.di.unimi.it\

Passo1l) 2516:0012=020

-0

2
Passo2) 25

Passo 3)
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La divisione decimale::algoritmo

1112 nel 2 cistaO volte.
12x0=0

Resto parziale - |

A1)

Considero il 5 del divisore e lo affianco al resto parziale. 11

12 nel 25 cista2 volte.
12x2=24

Resto parziale - 11

Considero I’ 1 del dividendo e lo affianco al resto parziale.

1112 nell’11 cista0 volte.
12x0=0

Resto parziale — 11

8/37
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La divisione tra numeri binari A\i)

Divisione decimale frai numeri a=1.001.010eb=1.000 a:b=?

1001010:1000=1 Dividendo : Divisore 74:8=9 resto2
1000-

1001010 : 1000 = 1001 Quoziente
1000-

1010 Restoparziale

1000-
_____ M H : - - - +
10 Resto Dividendo = Quoziente x Divisore + Resto
A.A. 2018-2019 9137 http:\borghese.di.unimi.it\
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Confronto tra moltiplicazione e divisione ﬁ

« La moltiplicazione opera per somme successive di quantita
pesate con peso crescente.

« La sottrazione opera erodendo dal dividendo quantita pesate
con peso decrescente.

» La moltiplicazione e costituita da somme ripetute del
moltip licando.

« La divisione e costituita da sottrazioni ripetute (del divisore)
« N:M=Q+R=>N - M*Q=R
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Confronto tra divisione tra numeri binari e ﬁ
decimali

In DECIMALE:

Ad ogni passo devo verificare QUANTE VOLTE il resto parziale contiene il divisore. 1l
risultato € un numero che vada0a9=4{0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9}. 0 = il divisore non ¢
contenuto nel resto.

In BINARIO:

Ad ogni passo devo verificare SE il resto parziale contiene il divisore. Ovverosia se lo
contiene 0 0 1 volta. Il risultato & un numero che puo valere {0, 1}.

In DECIMALE:

Il numero che viene sottratto al resto parziale € ottenuto moltiplicando il divisore peruna
delle cifre da 0 a9.

In BINARIO:

Il numero che viene sottratto al resto parziale pud essere solamente 0 o il DIVISORE
stesso

In entrambi i casi il quoziente si forma dalla cifra piu significativa, cioé da sinistra a destra.
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Peculiarita della divisione 4i)

» Come rappresento lacondizione “il divisore ¢ contenuto nel resto parziale”?

Esempi:
10 (resto parziale) non e contenuto in 1000 (divisore)
1001 (resto parziale & contenuto in 1000 (divisore)

Per tentativo.

Eseguo la sottrazione.
Risultato>= 0 =¥ il resto parziale & contenuto nel divisore.
Risultato < 0 - il resto parziale non € contenuto nel divisore (& piu piccolo
del divisore).

Osserviamo che nel secondo caso abbiamo fatto in realta una sottrazione che non
avremmo dovuto effettuare.

NB il calcolatore non pud sapere se il resto parziale contiene il divisore fino a quando non
ha effettuato la sottrazione.
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La divisione tra numeri binari

Nel primo passaggio allineo il divisore con la prima cifra significativa (=1) del dividendo.

Allocazione di 14 bit

0000 100 000 0000 = 1111 100 000 0000 =

Ripristinoil resto parziale precedente: 0000 000 100 1010

Nk

dll]

Divisione decimale frai numeri su7 bit:a =100 1010e b=0001000 a:b=? 74:8=?

0000 000 100 1010 - 0000 000 100 1010 + Resto parziale = dividendo - divisore * 25

1111100100 1010 1111 100 100 1010 (= -438y) Nuovo resto parziale
provvisorio
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Note e strategia di implementazione

I bit del dividendo vengono analizzati da sx a dx. Il divisore viene spostato verso dx di 1 bit
ad ogni passo.
Il quoziente cresce dal bit piu significativo verso il bit meno significativo. Cresce verso dx.

All’inizio il divisore ¢ allineato alla sinistra del dividendo: le cifre del dividendo sono
allineate agli 0 del divisore e gli 0 del dividendo sono allineati alle cifre del divisore.

Cisono N+1 passidi divisione, il primo dara sempre0 e si potrebbe omettere.

Occorre quindi effettuare:
Shift quoziente a sx ad ogni passo.
Scrittura di 1 o 0 nel registro quoziente.
Shift del divisore verso dx ad ogni passo..

Utilizzo un unico registro per dividendo e resto.
Considero il primo resto parziale uguale al dividendo (inizializzazione).
Il primo passo sara “a vuoto” perche produrra sempre quoziente 0.
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Divisore = [Divisore | 0]
Quoziente =0
k=0

Inizializzazione: Resto=[0 | Dividendo]

'

1. Subtract the Divisor register from the
Remaindsr register and placs the
resultin the Remainder register

Remainderz o Remairder < o

est Remaindar

2a. Bhiftthe Cluctient regisker to the l=ft,
s=tling the new nightmost bit to 1

A.A.2018-2019

2b. Restors the oniginal valus by adding
the Divisor register o the Aemainder
register ard placing the sum in the
Remainder register, Also shift the
Quictient ragister to the left, satting the
new least significant bit i 0

3. Bhiftthe Divisor regisier right 1 bit |

‘Yee: 33 repetiions

1q z€ 1ad owuobje
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Divisione decimale frai numeria=7eb=2

Inizializzo il divisore alla sinistra delle quattro cifre significative. La prima cifra del
quoziente sara sempre 0.

Esempio

a:b=?

<&

Initial values 0000 0010 0000 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 0010 0000

1 2b: Rem < 0 = +Div, sl Q, Q0 =0 0000 0010 0000
3: Shift Div right 0000 | 000 01 0000 0000 0111
1: Rem = Rem — Div 0000 0001 0000 (111 0114

2 2b: Rem <= 0 = +Diy, sll Q,Q0 =0 0000 0001 0000 J 0111
3: Shift Div right 0000 D00 1000 0000 0111
1: Rem = Rem - Div 0000 0000 1000 @111 1111

3 2b: Rem < 0 = +Div, sl Q, Q0 =0 0000 0000 1000 0000 0111
3: Shift Div right 0000 0100 0000 0111
1: Rem = Rem - Div 0000 0000 0100 @000 0011

4 2a: Remz0=sllQ,Q0=1 0001 0000 0100 0000 0011
3: Shift Div right 0001 0000 0010 0000 0011
1: Rem = Rem - Div 0001 0000 0010 DC

5 2a: Remz0=sllQ,Q0=1 0011 0000 0010 0000 0001
3: Shift Div right 0011 ' 0000 0001

A.A.2018-2019
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Esempio —step 1 il
Il resto parziale ¢ inizializzato a: [0 | dividendo]: 0000 0111

0000 0010 = Il divisore non é contenuto nel resto parziale
-0010 0000

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo la differenza tra:

0000 - 7 - Resto parziale
0010 0000 = 32 = 2*2* - Divisore allineato al di fuori e alla sx dei 4 bit del dividendo.
1110 0111+ -2510 <0
0010 0000= Quozienteal passol: 0
Storno la sottrazione
0000 0111 +7
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Esempio —step 2 dll
Il resto parziale & ancora uguale al dividendo: 0000 0111

0000 10010 = Il divisore (0001 0000) non € contenuto nel resto parziale
-0001 0000

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo la differenza tra:

0000 - 7 - Resto parziale
0001 0000 = 16 = 2*23 - Divisore allineato al M SB dei 4 bit del dividendo.

1111 0111+ 0+ <0 Quozienteal passo2: 00
0001 0000= 16 Storno ancora la sottrazione

0000 0111 +7
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Esempio —step 3 il

Il resto parziale & ancora uguale al dividendo: 0000 0111

0000 10010 = Il divisore (0000 1000) non & contenuto nel resto parziale (0111)
-0000 1000

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo la differenza tra:

0000 - 7 - Resto parziale
0000 1000 = 8 =2 * 22 - Divisore allineato al terzo dei 4 bit del dividendo.
11111111+ -1 <0 Quozienteal 3 000
_ uozienteal passo 3:
0000 1000= +8 Storno ancora la sottrazione
0000 0111 +7
19/37 http:\\borghese.di.unimi.it\
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Esempio —step 4 dll
Il resto parziale & ancora uguale al dividendo: 0000 0111

0000 ;0010 = Il divisore (0000 0010) & contenuto nel resto parziale
-0000 0100

0001 >0

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo la differenza tra:

0000 - Resto parziale
0000 0100 = Divisore allineato al secondo dei 4 bit del dividendo.
0000 0011 310 E’ il nuovo resto parziale 7 — 1*22 =3

Quozienteal passo4: 0001
Non storno la sottrazione.
Il resto non € piuuguale al dividendo.
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0000
-0000 0010

10010 =

Esempio —step 5

Il resto parziale = 0000 0011

>0

Osservando i registri, in pratica, eseguiamo la differenza tra:

0000 -
0000 0010 =

0000 0001

Resto parziale

Divisore allineato LSB dei 4 bit del dividendo.

Il divisore (0010) & contenuto nel resto parziale

1y E’ il nuovo restoparziale 3 —1*2' =1 RESTO FINALE

Quozienteal passo5: 00011
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1. Subimact the Divisor register from the
Femainder register and placs the
resultin the Remainder ragistsr

Remainderz 0

est Remainder

Remainder < 0

2a. Shift the Quotisnt regisker to the lef
s=tting the new rightmost bit 1o 1

2b. Restor the orignal valus by adding
the Divisor register to the Remaindsr
register and placing the sum in the
Femairder register. Also shift the
Quctient ragister to the lef, sstting the
new least sigrificant bit & 0

5. Bhiftthe Divisor registsr right 1 bit |

M < 33 repstitions

ez 33 epetiions

d
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Inizializzazione: Resto=Dividendo

1. Subtract the Divisor register from the
Remaindsr register and placs the
resultin the Remainder registsr
1001010 :1000 =1
-1000
__________ Remainderz o Remairder < 0
1010 Z:
2a. Bhiftthe Quctient register to the |sft, 2b. Restors the original valus by addng a "
s=tling the new nightmost bit to 1 the Civisor register 1o the Aemaindsr —
register ard placing the sum in the O
Femairder register. Also shift the 3
Quictient ragister to the left, satting the D
new least significant bit i 0 ..
I ..
3. Bhift the Divisor rgister right 1 bit wn
| A
} o
N =
Mot < 33 reptitions

‘Yee: 33 repetiions
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Inizializzazione: Resto=Dividendo

"

i

1. Subtract the Divisor register from the
Femainder register and placs the
resultin the Remainder register

-1000-
Remainderz o Remairder < 0
""""" est Remainder

=
o
ey
o

-1000 2a. Shiftthe Quotisnt regiserto thelsft, | | 2b. Restors the original valus by addng

s=tting the new nighirmaost bit o 1 thi Civisor register 1o the Remaindsr

register and placing the zum in the

< 0 Femainder register. Also shift the

Ciuctient register to the left, setting the
new least sigrifizant bit & 0

--9UOISIAI

3. Bhiftthe Divisor register right 1 bit |

Z ossed

Yee: 33 repeliions
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Inizializzazione: Resto=Dividendo

i

. Bubtract the Divisor register fram the
Remaindsr register and placs the
resultin the Remainder registsr

-1000-
Remainderz o Remairder < 0
""""" est Remaindar

1010 E:
-1000 2a. Bhiftthe Quctient register to the |sft, 2b. Restors the original valus by addng a "
s=tling the new nightmost bit to 1 the Civisor register 1o the Aemaindsr —

register ard placing the sum in the O

< 0 de register, Nsoah'ri!‘.me 3

Quictient ragister to the left, satting the D

new least significant bit i 0 ..

I ..

3. Bhift the Divisor rgister right 1 bit wn

| A

} o

w

Mot < 33 reptitions

‘Yee: 33 repetiions
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Inizializzazione: Resto=Dividendo

i

1. Subtract the Divisor register from the
Femainder register and placs the
resultin the Remainder register

-1000-

Remainderz o Remairder < 0

d

-1000 2a. Shiftthe Quotisnt regiserto thelsft, | | 2b. Restors the original valus by addng

s=tting the new nighirmaost bit o 1 thi Civisor register 1o the Remaindsr

register and placing the zum in the

10 Femainder register. Also shift the

Ciuctient register to the left, setting the
new least sigrifizant bit & 0

--9UOISIAI

3. Bhiftthe Divisor register right 1 bit |

 ossed

Yee: 33 repeliions
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e Divisione intera
e Circuiti divisione intera
« Divisione e moltiplicazione
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Implementazione circuitale ﬁ
gli stessi attori della moltiplicazione

A - moltiplicando (shift a sx), 64 bit

v B — moltiplicatore, 32 bit
ALU 64

P — Prodotto, 64 bit
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Nk

Il circuito firmware della divisione A

Inizializzazione: Resto=0 | Dividendo

—_—
Divisor
Shift right
64 bits
L ] -
sub, add
\_/ Quotient
64-bit ALU Shift left
32 bits
Remainder Control Shift left
Write test Write {0, 1}
64 bits f 1 bit (segno)
A.A. 20182019 29/37 http:\\borghese.di.unimi.it\

4k
Come ottimizzare il circuito della divisione ﬁ

Il resto si spostadi 1 bit alla volta verso dx ma rimane pari al numero di bit della parola.
Possiamo evitare di spostare il resto.

1l divisore si spostaverso dx di un bit ad ogni passo e viene sottratto al resto parziale.
Otteniamo lo stesso risultato se spostiamo il resto parziale a sx di un bit ad ogni passo.

I quoziente si spostaverso sx ad ogni passo.

Inizializziamo il resto come RESTO =0 | DIVIDENDO.
Alla fine avremo: RESTO | QUOZIENTE.

Ad ogni passo sposto il dividendo di unaposizione asxed inserisco un bitdel quoziente.
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Inizializzazione: Resto=0 | Dividendo

—

Divisor

32 bits

N

32 bits-ALU

Shift Left

sub, add

Remainder

Write

64 bits

Control Shift left
test Write {0, 1}

a0k
11 circuito firmware con un’ottimizzazione ﬁ

——

Quotient
Shift left

32 bits

A
1 bit (segno)

A.A.2018-2019
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divisione

Inizializzazione: Resto=0 | Dividendo

Divisor

i

32 bits

N\
32-bit ALU

Il circuito firmware ottimizzato della w

gll]

All’inizio 0 | Dividendo
Alla fine Resto | Quoziente

lL -

) eg/ Shift right
Remaind Shift left

Write

64 bits

!

A.A.2018-2019
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1. Subtract the Divisor register from the
Remaindsr register and place the
resultin the Remainder register

Remanderz 0 Remairder <0

est Remaindar

2a. Bhiftthe Ouotient mgistker to the |=ft, 2b. Restors the original valus by adding
s=tting the new rightmicst bit 1o 1 the Divisor register to the Remaindsr
register and placing the sum in the
Femairder register. Also shift the
Quictient ragister to the left, s=tting the
new least significant bit | 0

3.8hift the Reminder register to the right 1 bit |

A.A.2018-2019

d
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Circuito ottimizzato

della moltiplicazione _i&b

A Moltiplicando, 32 bit

32

132

Prodotto,

P | 32-63bit— [*17

Moltiplicatore,

Obit —

Shift dx
Write

32 bit

A.A.2018-2019

32 bit

35/37

Suddivisione logica di P, alla prima iterazione
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Un unico circuito per moltiplicazione e  #

divis

A

32 bits

i

N\
32-bit ALU

] A1)
lone

Inizializzazione:
A =Moltiplicando / Divisore
B =Resto =0 | Dividendo /
Prodotto | Moltiplicatore

lL -

B

Shift right
Shift left
Write

64 bits

!

A.A.2018-2019
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