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Teorema di Bayes al
P(X,Y) = P (YIX)P(X) = P(X|Y)P(Y)

P (X[Y) :%

X = causa Y = effetto

P(Effetto| Causa) P(Causa)
P(Effetto)

P (causaleffetts)

We usually do not know the statistics of the cabsiéwe can measure the effect and ,
through frequency, build the statistics of the @fier we know it in advance.

A doctor knows P(Symptons|Causa) and wants tordéterP(CausalSymptoms)
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Probabilita condizionata i

Consideriamo un mazzo di 40 carte:

vogliamo valutare quale sia la probabilita che carda estratta a caso sia un re (probabilita
semplice)

vogliamo valutare quale sia la probabilita che cada estratta a caso sia un re, sapendo d
avere estratto una figura (probabilita condiziopata

P(Y) = probabilita che sia un re
P(X) = probabilita che sia una figura

P(Y|X)=1/3

P(Y) = P(Y/X) P(X) = 1/3 12/40 = 4/40

IFigura
Pr(28/40
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Esempio I Ai
In una citta lavorano due compagnie di taxi:
blue e verde: X = {{,, Tverqd CON UNA
Distribuzione di 85% di taxi verdi e 15% di taxubl
Succede un incidente in cui & coinvolto un taxi.
Un testimone dichiara che il taxi era blu. Era sefaffidabilita del testimone é stata
valutata dell’80%.
Qual ¢ la probabilita che il taxi fosse effettivarteeblu?
Non é I'80%!
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Esempio - I A

Incidente

X ={Tpiw Tverad 0.85 / \ 0.15

“Causa”
Y= {Cblu’ C\/erdé 0'8 0'2 O}/
“Effetto” :
Colore ~ Colore Colore  gjore

Verde Blu  Verde Blu

P(X=Toud Yoiud = P(YorudXo1ued P Ko / P(Yiue)

0.8

P(X, 1,0 = Probabilita a-priori = 0.15
P(YpudXpwe = Probabilita condizionata = 0.8
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Esempio - I Ai

Incidente

X ={T pir Tverad 0.85 / \ 0.15

Y ={Cpi Clerad

0.8 0.2 O}/ 0.8
Inverto la relazione tra causa ed effetto
applicando Bayes: Colore Colore Colore Colore
P(X=Tou | Yo) = PMouulXpi)PKow) / Verde Blu Verde Blu

P(You)

P(Yy,) = Probabilita marginale di Y (probabilita semplic
P (Yol Xp)PXo) + P(VoulXveradP(Xyergd = 0.8*0.15 + 0.2*0.85 = 0.29 > 0.15!!

PX=Thul Yoi) = PMoiulXoiw)PKpi) 7 P(Yy,) = 0.8%0.15/0.29 = 0.41
Pesano anche gli “errori” commessi quando il testienvede un taxi verde!
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Esempio - I A

Cambio la distribuzione dei taxi Incidente

X= {Tbluv Tverd& 01 / \ 09
Y = {Cpuw Cierad
0.8 0.2 0}/

Colore ~ Colore Colore  gore
Verde Blu  Verde Blu

0.8
PX=Tpul Yo =
P(YpiulXpi)P Xpi) / P(Yoiw)

P(Yy.) = Probabilita marginale di Y (probabilita semplice) =
P(YpiulXpiw)PKoi) + P (Yol Xerad P(Kierad = 0-8*0.9 +0.20.1 = 0.74

PX=Tyul o) = PVoilXow)PXKow) / P(Yyy,) = 0.8%0.9/0.74 = 0.97
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Affidabilita della stima - SW in Matlab "7y
N =10 PX=Tpiul Yoi) = P Vol Xoi)PKoi) 7 P(Ypi,) = 0.5

N=100> PX=Tpiul Yoi) = P(YoiulXpi) PKoi) / P(Yp) = 0.3235
N =1,000> PX=Tpiul Yoi) = P(YoiulXpi) PKoi) / P(Yy) = 0.4

N = 10,000 POX=ToulYoi) = PNYoldXoi)PXow) 1 P(Yy,) = 0.4157
N =100,0009 P(X=Ty[Yp) = PVl Xer)Pe) / P(Yey) = 0.4173
N = 1,000,000 PX=T.ulYoiw) = PMVolXpiPXow) / P(Yy,) = 0.4158
Possiamo dare degli intervali di confidenza?

Quanto deve essere grande N per ottenere una certa
confidenza?

A.A. 2015-2016 9/25 http:\\borghese.di.unimi.it\

ab
=
B
=

5 Estensione a piu variabili
P(X| Y;Y,) if (P(Y) =y, and P(%) =y, then P(X) =x

mal di denti Imal di denti
@ cavita Icavita cavita Icavita
é\ b

\ \ carie 0,108 0,012 0,072 0,008

Z=Y,andY,

T Icarie 0,016 | 0,064 | 0,144 0,576

Dalla tabella delle probabilita congiunte ricaviamo
P(carie; Z) = P(mal di denti; cavita) = 0,108

P(carie | Z) = P(carie ; Z) / P(Z) = 0,108/ 0,%2@,871
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Estensione a piu variabili dll
P(X| YY) if (P(Y,) =y, and P(Y) =y, then P(X)=x

Z=vandYe mal di denti Imal di denti
cavita lcavita | cavita lcavita
carie 0,108 0,012 0,072 0,008
Icarie 0,016 0,064 0,144 0,576

Applichiamo il teorema di Bayes
P(X|Y,andY,) = P(Y;and Y, | X) * P (X)

Abbiamo bisogno di conoscere come si comporta Dbgert valore di X, cioe (Mal di dengind
Cavita) in funzione di Carie. Diventa difficoltogoando le variabili diventano tante: per capire se
c’é una carie possiamo misurare anche: raggi-X¥nigi orale....
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Conditional independence Aij
P(X|Y,and Yy = P(Y,and Y, | X) * P (X)

Introduciamo un’altra ipotesi. Cosa succede se Y, sono indipendenti? Dipendono entrambe
da X ma non dipendono tra di loro.

Sono ciogcondizionatamente indipendent; cioé vale che:
P(Y;and Y, | X) * P (X) = P(Y, | X) * P(Y;| X)

In questo caso:

P(cavita and mal di denti | carie) = P(cavita iearP(mal di denti | carie) che diventa piu
trattabile.

P(Carie ; cavita ; mal di denti) = P(Carie) [P(CGaViCarie)*P(Mal di denti | carie)

Modello Naive Bayes Gli effetti sono indipendentira loro e dipendono da una stessa
causa N

In generale: P(Causa | Effgtand Effettg and ... Effettq) = ” P(Effetto, |Causa)
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Nk
Conditional independence at work :‘ﬂ

P(X| Y;Y,) if (P(Y,) =y, and P(Y) =y, then P(X) = x

mal di denti Imal di denti
cavita lcavita | cavita Icavita
' ¢ carie 0,108 0,012 0,072 0,008
% Icarie 0,016 0,064 0,144 0,576

P(X|Y,and Y,) =P(Y,and Y, | X) *P (X)/ (P(Yy) and P(¥))
P(carie | cavita and mal di denti) = P(cavita aradldndenti and carie) / P(cavita and mal di denti),108/ 0,124 = 87,1%

P(carie | cavita and mal di denti) = P(cavita aradidndenti | carie) * P(carie)}-/P{cavita-and-aiadenti)
P(carie | cavita and mal di denti) = P(cavita jg)arP(mal di denti | carie) * P(carie)}/<P{caiand-P(mal-di-denti))

P(cavita | carie)=0,18/0,2=0,9 P(carie) = 0,2
P(mal di denti | carie) =0,12/0,2=0,6

P(carie | cavita and mal di denti) = (0,9* 0,6 20, (0,124) = 87,1%
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Esempio - II L%

Lo strumento principe per lo screaning per il tumalreeno € la radiografia
(mammografia). ‘

Definiamo X la situazione della donna: X={sana, ata}
Definiamo Y l'esito della mammografia: Y={positivaggativa}

La sensitivita della mammografia & intorno al 90%:

n._..
sensitivita = _Pestve => P(Y=pasgit| X=ill)
ill

La specificita della mammografia & anch’essa iri@h90%:
n

negative

specificita = => P(Y=negat| X=healthy)

N healthy
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Esempio IT dll

X = {Healthy, IlI}

" _ Screening
Y = {Positive, Negative}

0-?% \0.01

O-yﬁsa oy 0.1

Positive NegativePositive Negative

P(Y=Positive | X=Ill) = 0.9 * 0.01 = 0.009
P(Y=Positive | X=Ill) = 0.1*0.99 = 0.099

P(Y=Positive) = P(Y=Positive | X=Ill) + P(Y=Posig} X=Healthy) =
0.009 + 0.099 = 0.108

10.8% di probabilita di avere un esame positivapate di uno 0.01% di donne malate! Solo lo
0,9% proviene da donne effettivamente malate tte abno false positive

AA. 2015-2016
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Esempio - IT dll

Qual’é la probabilita che una donna sia verameratiata se il test risulta positivo?

Applichiamo Bayes:
P(X=Ill| Y=Positive) = P(Y=Positive | X=IIl)P(X=IJ / P(Y=Positive)

P(X = Ill) = 0.01

Il PPV (Positive Predictive Value) é:
P(X=Ill| Y=Positive) = P(Y=Positive | X=Ill)P(X=I)I/ P(Y=Positive) =
0.09/0.108 = 0.083 (8.3%)

Solo 8.3% delle donne con mammografia positiva soreffettivamente ammalate.

Analizzando la formula del teorema di Bayes, doweénso investire per ottenere un
rendimento delle screening maggiore?
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Esempio IT ﬁ

X = {Healthy, I} Screening
Y = {Positive, Negative} O.?y \O 01

0.‘0}/ !0.99 oy 0.1

Positive NegativePositive Negative

P(Y=Positive | X=Ill) = 0.9 * 0.01 = 0.009
P(Y=Positive = P(Y=Positive | X=Ill) + P(Y=Positive | X=Hédwg/} =
0.009 + 0.99*0.01 = 0.0189

P(X=Ill | Y=Positive) = P(Y=Positive | X=Ill)P(X=Ill) / P(YRositive) =
=0.009/0.0189 =0.476 = 47,6% >> 8.3%
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Esempio IT

X = {Healthy, I} Screening
Y = {Positive, Negative} O.AQy \O 01

Oy 0.9 o.s?y

Positive NegativePositive Negative

P(Y=Positive | X=Ill) = 0.99 * 0.01 = 0.0099

0.01

P(Y=Positive = P(Y=Positive | X=Ill) + P(Y=Positive | X=Hdwsl} =
0.0099 + 0.99*0.1 = 0. 1098

P(X=Ill | Y=Positive) = P(Y=Positive | X=Ill)P(X=lll) / P(YRositive) =

=0.0099/0.1098 = 0.09 = 9% > 8.3%.
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Riepilogo

P | X)P(X) _ P(X,Y)

P (X[Y) =
) P(Y) P(Y)

Lega probabilitd condizionate, congiunte, semplici (marginali)

Consente di inferire la probabilita di un evento causa, X, a partire dalla
probabilita associata alla frequenza di una certa misura, effettp, P(Y
dalla frequenza relativa dell’evento associato alla misura, P(Y)lae da
probabilita nota a-priori, P(X), della causa.

La probabilita P(X|Y) viene per questo detta probabilita a-posteriori ed [€

una probabilita condizionata.

Viene utilizzata nei problemi inversi.
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La probabilita nel caso continuo ﬁ

Y = P(x)

1/6

| L]
1 2 3 4 5 6
X = {punteggio dado}
X+ Ax
p(x) ~
.[ p(x)dx =1
X X+AXx -
XQoco
X+AX
P(xO[X,x+AX]) [ p(x)dx
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Definizione di p(x)

Caso discreto: prescrizione della probabilita ggrumo dei finiti valori che la
variabile X puo assumere: P(X).

Caso continuo: i valori che X puo assumere sonaitnfDevo trovare un modo
per definirne la probabilita. Descrizioaealitica mediante la funzione densita di
probabilita. Si considera la probabilita che x cadan certo intervallo.

Valgono le stesse relazioni del caso discreto, @dlgesomma si sostituisce

l'integrale.
X+AX +oo
P(X = xO[X, X +AX]) j j p(x, y)dxdy
X —oo
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Distribuzioni notevoli: la Gaussiana g 41

plx|40)= \/% 2 @X’{_;(X;ﬂﬂ

D = dimensione, in questo caso D =1

Pr(| Xyl | <o) = 0.68268

[y
o

EEETT Pl <aosses:
o) [ | j=-2, 6705 —
i N4 ; Pr(| X4t | < 3) = 0.9973
x L
o o4 /

J LA

1/

ar " I TR S T R T | http:\borghese.di.unimi.it\

1115
I momenti di una variabile statistica Lﬁ'_m

w1 (x)= j(x—a)k p(x)dx Momento rispetto ad a, solitamente alla med

E[X]= jx p(x) Valore atteso (Expeted value) di X = media distribuzig

El(x - 7= [ (=) P Varianza ¢?)
E[(X —,u)3]: J.(x—,u)3 p(x) Asimmetria
E[(x —,u)“]z j(x—,u)4 p(X) Kurtosi — peso delle code di p(x)
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